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Радиотехнические средства передачи, приема и обработки сигналов 
УДК 621.391.8 Оригинальная статья 
https://doi.org/10.32603/1993-8985-2022-25-4-6-22 

Оптимизация формы сигналов с квадратурной амплитудной модуляцией  
с использованием критерия заданной скорости спада уровня внеполосных излучений 

С. Б. Макаров, С. В. Завьялов, А. С. Овсянникова  

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, Санкт-Петербург, Россия 
 ovsyannikova_as@spbstu.ru 

Аннотация 
Введение. Рост объемов передаваемой информации по каналам связи приводит к их существенной перегру-
женности. Практически все используемые традиционные методы повышения скорости передачи данных в 
заданных полосах частот исчерпаны. В этой связи представляет интерес использование новых подходов, 
направленных на повышение спектральной эффективности радиотехнических и телекоммуникационных 
систем путем применения оптимальных сигналов, позволяющих задействовать резервы пропускной способ-
ности каналов передачи, которые дает теория Шеннона. 
Цель работы. Повышение спектральной эффективности систем передачи цифровых сообщений путем при-
менения сигналов с компактным спектром и увеличения объема канального алфавита при минимизации 
энергетических потерь. 
Материалы и методы. При поиске оптимальных сигналов используется математический аппарат теории связи и 
функционального анализа, а также методы вариационного исчисления. Оценка помехоустойчивости приема по-
лученных оптимальных сигналов при передаче в канале с аддитивным белым гауссовским шумом выполнена в 
среде MatLab. 
Результаты. Установлено, что в канале с аддитивным белым гауссовским шумом оптимальные сигналы при 
размере сигнального созвездия 64 в случае квадратурной амплитудно-фазовой модуляции обеспечивают 
энергетический выигрыш более 1 дБ относительно сигналов, которые получаются путем узкополосной 
фильтрации в условиях неконтролируемой межсимвольной интерференции. Показано, что оптимальные сиг-
налы позволяют получить энергетический выигрыш 4.9 дБ по отношению к сигналам, построенным на ос-
нове узкополосной фильтрации, при фиксированной спектральной эффективности 7 (бит/с)/Гц. 
Заключение. Предложен метод повышения спектральной эффективности квадратурных сигналов с ампли-
тудно-фазовой модуляцией, основанный на применении оптимальных форм импульсов, полученных в ходе 
решения оптимизационной задачи. Приведена процедура решения оптимизационной задачи по критерию 
минимизации внеполосных излучений при наличии ограничения на помехоустойчивость приема в случае 
амплитудно-фазовой модуляции. Выполнено сравнение энергетической и спектральной эффективности, 
обеспечиваемой сигналами с оптимальными формами импульсов и сигналами, построенными на основе уз-
кополосной фильтрации. 
Ключевые слова: оптимизационная задача, внеполосные излучения, спектральная эффективность, энергети-
ческая эффективность, граница Шеннона, RRC 
Для цитирования: Макаров С. Б., Завьялов С. В., Овсянникова А. С. Оптимизация формы сигналов с квадратур-
ной амплитудной модуляцией с использованием критерия заданной скорости спада уровня внеполосных излуче-
ний // Изв. вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 6–22. doi: 10.32603/1993-8985-2022-25-4-6-22 

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 
Источник финансирования. Исследования выполнены при финансовой поддержке Минобрнауки России в 
рамках соглашения о предоставлении гранта в форме субсидий из федерального бюджета на осуществление 
государственной поддержки создания и развития научных центров мирового уровня, выполняющих исследова-
ния и разработки по приоритетам научно-технологического развития от 20 апреля 2022 года № 075-15-2022-311. 

Статья поступила в редакцию 12.05.2022; принята к публикации после рецензирования 15.06.2022;  
опубликована онлайн 28.09.2022 

 

© Макаров С. Б., Завьялов С. В., Овсянникова А. С., 2022 



Оптимизация формы сигналов с квадратурной амплитудной модуляцией  
с использованием критерия заданной скорости спада уровня внеполосных излучений  
Optimizing the Shape of Signals with Quadrature Amplitude Modulation  
According to the Criterion of Given Reduction Rate of Out-of-Band Emissions 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 6–22 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4, pp. 6–22 

7 

Radio Electronic Facilities for Signal Transmission, Reception and Processing 

Original article 

Optimizing the Shape of Signals with Quadrature Amplitude Modulation  
According to the Criterion of Given Reduction Rate of Out-of-Band Emissions 

Sergey B. Makarov, Sergey V. Zavjalov, Anna S. Ovsyannikova 

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St Petersburg, Russia 
 ovsyannikova_as@spbstu.ru 

Abstract 
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Введение. Повышение спектральной эф-
фективности систем передачи цифровых сооб-
щений достигается путем применения сигналов 
с компактным спектром (минимальным значе-
нием занимаемой полосы частот) и увеличения 
объема канального алфавита. К таким сигналам 

относятся спектрально-эффективные сигналы с 
амплитудно-фазовой модуляцией (АФМ) с 
увеличенным размером сигнального созвездия. 
При использовании квадратурного метода по-
строения в каждом квадратурном канале ис-
пользуются сигналы АФМ при наличии управ-
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ляемой межсимвольной интерференции, вы-
званной наложением соседних сигналов друг 
на друга. Отметим, что такие сигналы широко 
применяются в системах DVB-S2 (Digital Video 
Broadcasting Satellite Second Generation) и 
DVB-T2 (Digital Video Broadcasting Terrestrial 
Second Generation) [1–3]. Одним из вариантов 
АФМ сигналов является квадратурная ампли-
тудная модуляция (КАМ) [4]. 

Традиционно сигналы с АФМ используют-
ся с прямоугольной формой импульса и имеют 
длительность Т, равную длительности переда-
чи бита сообщения, что не обеспечивает высо-
кую спектральную эффективность информаци-
онной системы. Рост такой эффективности ин-
тересен не только с теоретической точки зре-
ния, но и применительно к практическому по-
строению многоканальных систем (например, 
находящихся в общем стволе спутника-
ретранслятора), когда требуется минимизиро-
вать величину защитного частотного интервала 
между потоками сигналов или обеспечить 
электромагнитную совместимость с парал-
лельно работающими телеметрическими си-
стемами и системами навигации. 

Условие увеличения спектральной эффек-
тивности достигается путем использования 
увеличенных размеров сигнального созвездия 
и спектрально-эффективных сигналов с ком-
пактным спектром [3–6]. Известные сигналы, 
удовлетворяющие этому условию, строятся  
на основе импульсов вида "приподнятого ко-
синуса" (root-raised-cosine – RRC) [1]. Случай-
ные последовательности, построенные на ос-
нове таких сигналов, обеспечивают скорости 
передачи сообщений выше "барьера Найкви-
ста" [5]. При этом обеспечивается достаточно 
высокая степень компактности энергетическо-
го спектра. 

В системе DVB-S2 применяются RRC-
импульсы с коэффициентами скругления 
α = 0.35; 0.25; 0.2 [1, 7]. При дальнейшем уве-
личении скорости передачи и увеличении 
размеров сигнального созвездия появляется 
существенная межсимвольная интерференция, 
которая возрастает по мере увеличения скоро-
сти передачи указанных значений. Эта  
интерференция приводит к ухудшению поме-
хоустойчивости приема и снижению  

энергетической эффективности информацион-
ной системы [3]. 

Следующим шагом на пути увеличения 
спектральной эффективности может быть пе-
реход к сигналам с квадратурной амплитудной 
модуляцией с оптимальной формой импульса 
при увеличенных размерах сигнального со-
звездия. Предлагаемый путь заключается в по-
иске форм оптимальных функций спектрально-
эффективных сигналов большой, но конечной 
длительности, которые имеют высокую ско-
рость спада уровня внеполосных излучений и 
обеспечивают хорошие корреляционные свой-
ства отрезков или всей случайной последова-
тельности сигналов. Такие сигналы априори 
имеют управляемую межсимвольную интерфе-
ренцию, которая является не мешающей, как 
принято при традиционном решении задачи 
повышения пропускной способности, а, наобо-
рот, позволяющей получить высокие спек-
тральные и энергетические показатели. При 
решении оптимизационной задачи, например 
по критерию минимизации полосы занимаемых 
частот, ставится условие на ограничение уров-
ня управляемой межсимвольной интерферен-
ции путем выбора формы импульса с учетом 
коэффициента взаимной корреляции между 
данным и соседними сигналами [3–6, 8–11]. 

В статье будет рассмотрен метод повыше-
ния спектральной эффективности системы пе-
редачи сообщений путем применения опти-
мальных спектрально-эффективных сигналов с 
увеличенными размерами сигнального созвез-
дия и проанализированы энергетические затра-
ты при когерентном поэлементном приеме.  

Критерий оптимизации сигналов, опре-
деляющий скорость спада уровня энергети-
ческого спектра вне занимаемой полосы ча-
стот. Оптимизационная задача сводится к вы-
числению формы импульса ( )a t  сигнала ( )s t  
при наличии ограничений на корреляционные 
свойства, энергию сигналов и скорость спада 
энергетического спектра. Скорость спада спек-
тра определяется формой ( )a t  при выполне-
нии условий неразрывности функции ( )a t  на 
интервале ее существования и условий того, 
что производные ( )a t  равны нулю на концах 
данного интервала [12]. Величина занимаемой 
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полосы частот зависит от выбранной (получен-
ной путем оптимизации) длительности 

сТ LT=  (L ∈ ℕ) импульса ( )a t . 
Оптимизационная задача минимизации 

функционала J выглядит следующим образом: 

 

( ){ }
( ) ( ) ( )

с

с

2/2

/2

arg min ,  

1 exp ,
2

a t

T

T

J J

g a t j t dt d
+∞

−∞ −

=

= ω − ω ω
π ∫ ∫

 
(1) 

где ( )g ω  – функция, определяющая форму 
энергетического спектра случайной последова-
тельности сигналов как в области занимаемой 
полосы частот, так и вне ее; ω – круговая ча-
стота. В общем случае форма ( )g ω  может 
быть любой. В настоящей статье примем 
( ) 2 ,ng ω = ω  где 1, 2, 3,n = … – параметр, опре-

деляющий степень подавления внеполосных 
излучений. Такой выбор функции ( )g ω  позво-
ляет получить достаточно большой класс оп-
тимальных функций, удовлетворяющих требу-
емой (заданной) форме энергетического спек-
тра вне занимаемой полосы частот. 

Раскроем квадрат модуля в (1), введя до-
полнительную переменную τ: 

 
( ) ( ) ( )

( )

c c

c c

/2 /2

/2 /2

1 
2

exp .

T T

T T
J g a t a

j t dtd d

+∞

−∞− −
= ω τ ×

π

 × ω − τ τ ω 

∫ ∫ ∫

 (2)

 

Изменим аналитическую запись (2) с целью 
перехода к δ-функции:  

 ( ) ( ) ( )
c c

c c

/2 /2

/2 /2
 , ,

T T

T T
J a t a G t dtd

− −
= τ τ τ∫ ∫  (3) 

где ( ) ,G t τ  – интеграл следующего вида: 

 ( ) ( ) ( )1 , exp .
2

G t g j t d
∞

−∞
 τ = ω ω − τ ω π ∫  (4) 

Учтем, что δ-функция 

 ( ) ( )1 exp .
2

t j t d
∞

−∞
δ = ω ω

π ∫   

Тогда можно записать выражение для 2n-й 
производной δ-функции в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 exp .
2

nn nt j t d
∞

−∞
δ = − ω ω ω

π ∫  (5) 

Подставив ( ) 2ng ω = ω  в (4), с учетом (5) 
получим: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 .n nG t tτ = − δ − τ   

Далее приведено известное фильтрующее 
свойство δ-функции: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 .nn nf x x y dx f y
∞

−∞
δ − = −∫  (6) 

Воспользовавшись (6), преобразуем (3) к 
следующему виду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

c c

c c

c

c

/2 /2
2

/2 /2

/2
2

/2

 

1

1 .

T T
n n

T T

T
n n

T

J

a a t t dt d

a t a t dt

− −

−

=

 
 = − τ δ − τ τ =
 
 

= −

∫ ∫

∫ (7)

 

Процедуру минимизации J в (7) можно вы-
полнить либо аналитическим путем, либо ис-
пользуя численные методы решения функцио-
нальных уравнений. 

Рассмотрим ограничения оптимизационной 
задачи. Выполним нормировку энергии сигнала: 

 ( )
с

с

/2
2

/2
1

T

T
a t dt

−
=∫ .  

Следующим ограничением необходимо 
считать то, что производные ( )a t  равны нулю 
на краях интервала существования функции 
( )a t . Имеем: 

 ( ) ( ) ( )
c /2

0,  1... 1 .k
t T

a t k n
=±

= = −  (8) 

Учитывая (8), можно задать скорость спада 
энергетического спектра последовательности 
оптимальных сигналов вне занимаемой полосы 
частот. 
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Ограничение минимального уровня управ-
ляемой межсимвольной интерференции задает-
ся через коэффициент корреляции 0K  [9, 13]. 
Тогда, например, для сигналов с фазовой ма-
нипуляцией имеем: 

 
( )

( ) ( ) 0
1... 1
max .

LT

n L nT
a t a t nT dt K

= −

  − < 
  
∫  (9) 

Ограничения (8) и (9) существенно услож-
няют аналитическое решение оптимизацион-
ной задачи. Дополнительные трудности возни-
кают при попытках выбора длительности сиг-
налов сТ LT=  (L ∊ ℕ) при больших значениях 
L = 8…16. 

Тогда воспользуемся численным методом 
решения (7), предполагая, что функция ( )a t  – 
четная на интервале [ ]c c2; 2 .T T−  Представим 

эту функцию в виде ограниченного (числом m) 
ряда Фурье: 

 ( )
1

0

1

2cos ,
2

m
k

k

aa t a kt
T

−

=

π = +  
 

∑  (10) 

где ka , ( )  0  1k m= … − – коэффициенты разло-
жения в ряд Фурье. 

Очевидно, что, подставив (10) в (7), полу-
чим: 

( )
( )

( )

с

с

/2 21
0

2с1/2

1
0

с1

21 cos
2

2cos
2

T nmn
k nkT

m
l

l

a dJ a kt
T dt

a a lt dt
T

−

=−

−

=

 π = − + ×  
   

 π × + =  
   

∑∫

∑

 

( ) ( )
c/

c

2 1
0

с1/2
21

с с1

2 1 1 cos
2

2 2cos ,

T mn n
k

kT
nm

l
l

a a kt
T

a l lt dt
T T

−

=−

−

=

 π = − − + ×  
   

π π   ×    
   

∑∫

∑
 

где l ka a=  при l = k. 
Оптимизационный функционал J можно 

записать как сумму двух слагаемых A и B: 

  =  + ,J A B  (11) 

где A, B – значения интегралов следующего 
вида: 

 
c

c

/2 21
0

c c1/2

2 2cos ;
2

T nm
k

kT

aA a k kt dt
T T

−
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π π   =    
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∑∫   

c

c

/2 21 1

c c c1 1/2

2 2 2cos cos .
T nm m

k l
k lT

B a a k kt lt dt
T T T

− −

= =−

π π π     =      
     

∑ ∑∫  

Очевидно, что 0,А =  а функцию В можно 
записать в следующей форме: 

 { }
21 1

c1 1

2 ,
nm m

k l
k l

B a a k С D
T

− −

= =

π = + 
 

∑ ∑  (12) 

где С, D – значения интегралов следующего 
вида: 

 ( )
c

c

/2

c/2

1 2cos ;
2

T

T

tC k l dt
T−

 π
= − 

 
∫   

 ( )
c

c

/2

c/2

1 2cos .
2

T

T

tD k l dt
T−

 π
= + 

 
∫   

Как следует из (12), при любых ,  0k l >  
0.D =  При k l≠  значение 0.С =  Для k l=  

подынтегральное выражение ( )
c

2cos t k l
T

 π
− 

 
 

обращается в единицу, и c 2.C T=  Тогда 

 c

0,  ;

,  .
2

k l
С D T k l

≠
+ = 

=

 (13) 

В итоге с учетом (11)–(13) функционал бу-
дет иметь вид 

 
21 2c

c1

2 .
2

nm
k

k

TJ a k
T

−

=

π =  
 

∑  (14) 

Поиск экстремума функционала (14) вы-
полняется численными методами. В этом слу-
чае происходит переход к задаче поиска 

{ } 1
0 ,m

k ka −
=  которые обеспечивают минимальное 

значение (14). 
Особенности решения оптимизационной 

задачи для квадратурных сигналов с ампли-
тудной модуляцией. Особенность решения 
оптимизационной задачи для квадратурных 
сигналов с амплитудной модуляцией при 

2М >  связана с ограничением (9) на коэффи-
циент корреляции. Прежде всего уточним, что 



Оптимизация формы сигналов с квадратурной амплитудной модуляцией  
с использованием критерия заданной скорости спада уровня внеполосных излучений  
Optimizing the Shape of Signals with Quadrature Amplitude Modulation  
According to the Criterion of Given Reduction Rate of Out-of-Band Emissions 
 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 6–22 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4, pp. 6–22 

11 

в качестве алгоритма приема обычно использу-
ется алгоритм когерентного поэлементного 
приема сигналов раздельно в каждом квадра-
турном канале демодулятора. При формирова-
нии передаваемой последовательности симво-
лов канального алфавита удобно использовать 
следующую форму записи: 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1 /2 2
1

0
1 /2 2 1

2
0

;

,

N k
T r

k
N k

T r
k

u t t kT d

u t t kT d

−

=
−

+

=

= ψ −

= ψ −

∑

∑
 (15) 

где ( )1u t  и ( )2u t  – последовательность симво-
лов в синфазном и квадратурном канале соот-
ветственно; N – количество символов; ( )T tψ  – 
функция прямоугольного вида, определенная 

на длительности символа; ( )2k
rd  и ( )2 1k

rd +  – 
символы канального алфавита, имеющие чет-
ный и нечетный порядковые номера в общей 
последовательности из N символов и поступа-
ющие в синфазный и квадратурный каналы 
соответственно; r – индекс, определяющий 
значение канального символа. Функция ( )T tψ  
в (15) определяется следующим образом: 

 
[ ]
[ ]

1,  0,  ;
( )

0,  0,  .T
t T

t
t T

 ∈ψ = 
∉

  

При этом последовательность передавае-
мых сигналов с амплитудой 0 ,A несущей ча-
стотой ω0 и формой импульса ( )a t  представ-
ляется в виде суммы двух квадратурных со-
ставляющих ( )I t  и ( )Q t : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0cos sin ,s t I t t Q t t= ω − ω  (16) 

где 

 ( ) ( )
( )1 /2 (2 )0

0
;

2

N k
r

k

AI t a t kT d
−

=
= −∑   

 ( ) ( ) ( )
( )1 /2 2 10

0
.

2

N k
r

k

AQ t a t kT d
−

+

=
= −∑   

Отметим, что в случае модуляции ФМ-2 

символы канального алфавита ( ) 1, .k
rd k= ± ∀  В 

общем случае АФМ при произвольном значе-

нии М без нормировки к максимальному зна-
чению символа для 1r М=   имеем: 

 ( ) 2 1 ; 1 .k
rd r M r M= − − =   (17) 

Для двоичного канального алфавита 
( )2М =  значения символов, очевидно, будут 

равны ( )
1 1;kd = −  ( )

2 1.kd =  При увеличении 

объема алфавита до 4М =  получим ( )
1 3;kd = −  

( )
2 1;kd = −  ( )

3 1;kd =  ( )
4 3.kd =  Будем полагать, 

что появление любых символов канального 
алфавита является равновероятным и незави-
симым. 

При использовании ограничения (9) для 
2М >  и при длительности сигналов cT T>  

требуется учесть амплитуду сигналов, которая 
зависит от значения канальных символов на 

нулевой (0)
rd  и k-й ( )k

rd  позициях в последо-
вательности: 

   
( )

( ) ( )max (0) ( )
0

1... 1
.

LT
k

r r
k L kT

d a t d a t kT dt K
= −

− ≤∫ (18) 

В (18) (0)
rd  и ( )k

rd  могут принимать про-
извольные значения согласно (17). Необхо-
димо ограничить максимальный уровень 
корреляции, который будет достигаться при 
максимальном абсолютном значении символа 

max 1c M= − .Тогда ограничение (9) будет за-
писано в следующей форме: 

  
( )

( ) ( )max max max 0
1... 1

.
LT

k L kT
c a t c a t kT dt K

= −
− ≤∫ (19) 

Это же выражение можно переписать иначе: 

  
( )

( ) ( )
( )

max 0
0 21... 1

,
1

LT

k L kT

Ka t a t kT dt K
M= −

′− ≤ =
−

∫ (20) 

где 0K ′  – нормированный коэффициент корре-
ляции. 

Как видно из (20), имеется зависимость ко-
эффициента взаимной корреляции от объема 
канального алфавита М. Действительно, при 
росте М от значений 2М =  до значений 

32М =  величина требуемого ограничения на 
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коэффициент взаимной корреляции 0K ′  в (20) 
будет уменьшаться почти в 1000 раз. Из-за 
межсимвольной интерференции при длитель-
ности оптимальных сигналов сТ LT= (L ∊ ℕ) 
возможны комбинации символов канального 
алфавита, когда для требуемого значения 0K  
при больших значениях М будет обеспечивать-
ся минимальный уровень межсимвольной ин-
терференции (максимальная помехоустойчи-
вость приема), в то время как при малых М 
уровень интерференции будет достаточно вы-
соким. При попытке обеспечить минимальный 
уровень интерференции для малых М (соответ-
ственно, высокую помехоустойчивость прие-
ма) оказывается невозможным синтез опти-
мального сигнала для больших значений М из-
за неустойчивости численных решений задачи 
минимизации функционала (14). Обойти эти 
трудности можно путем ослабления зависимо-
сти (20) от М. Имеем: 

( )
( ) ( )

( )
max 0

0
1... 1 1

LT

k L kT

Ka t a t kT dt K
M= −

′− ≤ =
−∫ .(21) 

Нетрудно заметить, что ограничение (21) 
можно представить в следующем виде: 

( )
( ) ( )max min max 0

1... 1
,

LT

k L kT
c a t c a t kT dt K

= −
− ≤∫  (22) 

где minc = 1 – значение символа канального 
алфавита с минимальной амплитудой. 

В (22) присутствуют составляющие, опреде-
ляющие максимальное max 1c M= −  и мини-
мальное min 1c =  значения символов канального 
алфавита, вычисленные в соответствии с (17). 
Именно это выражение будет использоваться в 
качестве ограничения при решении оптимизаци-
онной задачи. Заметим, что при поиске оптималь-
ных сигналов с квадратурной фазовой модуляци-
ей при учете независимости построения квадра-
турных каналов формирования сигналов объем 

канального алфавита 2
КАМ .М М=  

Процедура оптимизации для квадратур-
ных сигналов с амплитудной модуляцией. 
Рассмотрим процедуру решения оптимизаци-
онной задачи. При вычислении функционала 

(14) и ограничениях на энергию сигнала, ско-
рость спада уровня внеполосных излучений, 
длительность сигнала, объем канального алфа-
вита, коэффициент взаимной корреляции полу-
чается допустимое множество функции ( )a t .  

Отметим, что в общем случае известны ре-
шения оптимизационной задачи в соответствии 
с критерием максимизации концентрации энер-
гии в полосе частот при наличии ограничений 
на энергию и длительность сигнала [16–19]. 
При принятых ограничениях в [16–19] оптими-
зационная задача является одноэкстремальной. 
При решении оптимизационной задачи (14) в 
соответствии с критерием требуемой скорости 
спада уровня энергетического спектра вне за-
нимаемой полосы частот и введении дополни-
тельного ограничения (9) возможно появление 
условных экстремумов. Чтобы избежать этого, 
в статье рассматриваются области допустимых 
значений ограничений, в которых оптимизаци-
онный функционал имеет лишь глобальный 
оптимум и характер оптимизационного функ-
ционала перестает быть овражным. Благодаря 
этому удается получить единственное опти-
мальное решение. 

Для реализации численного метода реше-
ния оптимизационной задачи используется 
функция fmincon, имеющаяся в среде MatLab. 

Структура задачи оптимизации имеет по-
шаговый вид, и задача решается последова-
тельно для каждого из параметров ограничения 
(рис. 1, а). Решение начинается из точки, обо-
значенной жирным черным цветом на плоско-

сти ( )( )2 1
с ;  1 .nТ +ω  Эта точка соответствует 

сигналам длительностью c ,T T=  которые име-
ют скорость спада уровня энергетического 

спектра не хуже, чем 1)2(1 n+ω  и значение 

0 0.K =  Заметим, что в этой точке межсим-
вольная интерференция отсутствует, но введе-
но ограничение на скорость спада уровня вне-
полосных излучений. 

Первый шаг. Определяется вид функции 
( )a t  длительностью, например, c 8 ,T T=  с вве-

дением межсимвольной интерференции при 
значении коэффициента взаимной корреляции 

0 0.5.K =  Основная задача этого шага – опре-
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деление направления уменьшения значения 
функционала (14) при заданном числе m коэф-
фициентов ряда Фурье. Движение к результи-
рующему виду функции ( )a t  (переход к новой 
точке на рис. 1) идет в полученном на первом 
шаге направлении. Для движения используется 
метод градиентного спуска. В процессе ис-
пользования этого численного метода оценива-
ется достижение требуемой точности и выпол-
нение условия получения экстремума функции 
(14). Параметры функции ( )a t  требуемой дли-
тельности используются как начальное при-
ближение для выполнения следующего шага. 
На рис. 1, б приведен пример трехмерной  
поверхности оптимизационного функционала  
J (14) в зависимости от вариации коэффициен-
тов разложения 4 5, .a a  По осям отложены 
единицы приращений 4a∆  и 5a∆  коэффициен-
тов 4a  и 5a  ряда Фурье (10). Видно, что  
имеется лишь глобальный экстремум. Анало-
гично можно построить трехмерные поверхно-
сти функционала и для других значений  
коэффициентов разложения в ряд Фурье. По-
добные формы трехмерных поверхностей 
(рис.  1, б) получаются и при других ограниче-
ниях оптимизационной задачи, решения кото-
рой, например, рассмотрены в [20]. 

Второй шаг. На этом шаге выполняется ре-
ализация ограничения на скорость спада уров-
ня внеполосных излучений (например, доведя 
это ограничение до величины, пропорциональ-

ной значению 61 ω ). После выполнения этого 
ограничения осуществляется уменьшение ко-
эффициента взаимной корреляции для случая 
двоичного канального алфавита (М = 2). При 
условии использования алгоритма поэлемент-
ного когерентного приема и требуемых энерге-
тических потерь не более, например, 0.2 дБ при 
вероятности ошибок не хуже 0.001 значение 
коэффициента корреляции 0K  должно быть 
равно 0.01 (рис. 1). 

Третий шаг. При выполнении этого шага в 
качестве начального приближения учитывается 
решение, полученное на втором шаге. Задачей 
этого шага является выполнение ограничения 
на заданный коэффициент корреляции при 
увеличенном объеме канального алфавита (M = 
= 4, …, M = 64) в соответствии с (19) либо (22). 

Процедура оптимизации может быть пред-
ставлена в виде блок-схемы на рис. 2. Миними-
зация функционала (14) осуществляется путем 
выбора m коэффициентов разложения в конеч-

ный ряд Фурье { } 1
0 ,m

k ka −
=  по которым может 

быть построена четная функция ( )a t . 

 

Рис. 1. Структура решения оптимизационной задачи (а) и пример трехмерной поверхности функционала J (б) 
Fig. 1. Solution of the optimization problem (a) and an example of three-dimensional surface of the functional J (б) 

а             б 

0K  

M  

( )2 11 n+ω  61 ω  21 ω  

cT  

8T  

T  

2  

64  

0  
2

0.01
M >

 
2

0.01
M =

 

0.5  
10 000 

5000 

0 
2 

1 
0 

–1 
–2 1 0 –1 –2 

4 5 3 2 
–3 –4 –5 

J(
a 4

+Δ
a 4

; a
5+

Δa
5) 

Δa5 

Δa4 



Оптимизация формы сигналов с квадратурной амплитудной модуляцией  
с использованием критерия заданной скорости спада уровня внеполосных излучений  

Optimizing the Shape of Signals with Quadrature Amplitude Modulation  
According to the Criterion of Given Reduction Rate of Out-of-Band Emissions 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 6–22 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4, pp. 6–22 

14 

В табл. 1 в качестве примера приведены ко-
эффициенты разложения для ( )a t  длительно-
стью c 8 ,T T=  вычисленные с учетом ограни-
чения (19) для различных значений объема ка-
нального алфавита М. В табл. 2 представлены 
значения коэффициентов разложения для ( )a t  
длительностью c 8 ,T T=  вычисленные с уче-
том ограничения (22). Как видно из этих таб-
лиц, количество коэффициентов разложения не 
превосходит 7, причем последние значения ко-
эффициентов разложения (с номером k = 7) 
оказываются достаточно малыми величинами. 

При квадратурной АФМ происходит неза-
висимое формирование двух ортогональных 
компонент: синфазной ( )I t  и квадратурной 
( )Q t . Тогда передаваемый полезный сигнал на 

несущей частоте 0ω  имеет вид (16). 
На рис. 3 представлены примеры квадратур-

ных сигналов с модуляцией КАМ-16. На рис. 3, а 
приведен пример квадратного расположения то-
чек сигнального созвездия для сигналов с прямо-
угольной формой импульса. Рядом с каждой точ-
кой обозначена комбинация символов канального 
алфавита, которой она соответствует. 

 

Рис. 2. Блок-схема процедуры оптимизации 
Fig. 2. Flowchart of optimization procedure 
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Табл. 1. Коэффициенты разложения ka  ( )0 1k m= … −  при c 08 ,  2,  0.1T T n K= = =  

Tab. 1. Expansion coefficients ka  ( )0 1k m= … −  for c 08 ,  2,  0.1T T n K= = =  

k ka  
M = 4 M = 8 M = 16 M = 32 

0 0.2503 0.2498 0.2497 0.2500 
1 0.2525 0.2507 0.2501 0.2498 
2 0.2498 0.2493 0.2500 0.2498 
3 0.2519 0.2480 0.2432 0.2426 
4 0.1685 0.1756 0.1767 0.1768 
5 0.0230 0.0338 0.0587 0.0606 
6 –0.0107 –0.0173 0.0004 –0.0097 
7 0.0053 – – –0.0111 

Табл. 2. Коэффициенты разложения ka  ( )0 1k m= … −  при c 08 ,  2,  0.01T T n K= = =  

Tab. 2. Expansion coefficients ka  ( )0 1k m= … −  for c 08 ,  2,  0.01T T n K= = =  

k 
ak 

M = 4 M = 8 M = 16 M = 32 M = 64 M = 128 M = 256 
0 0.2499 0.2498 0.2496 0.2500 0.2499 0.2499 0.2500 
1 0.2510 0.2506 0.2501 0.2500 0.2499 0.2499 0.2497 
2 0.2494 0.2493 0.2499 0.2498 0.2499 0.2500 0.2498 
3 0.2486 0.2478 0.2451 0.2418 0.2423 0.2415 0.2424 
4 0.1746 0.1761 0.1767 0.1768 0.1767 0.1768 0.1768 
5 0.0327 0.0342 0.0508 0.0641 0.0612 0.0646 0.0613 
6 –0.0166 –0.0176 –0.0055 0.0043 –0.0074 –0.0050 –0.0105 
7 – – – – –0.0093 –0.0094 –0.0123 

 

Рис. 3. Сигнальные созвездия КАМ-16 для разных типов импульсов: a  – прямоугольный импульс, с ;T T=  б – RRC, c 8 ,T T=  

α = 0.2; в – оптимальный импульс, c 8 ,T T=  0 0.1,K =  4;M =  г – оптимальный импульс, c 8 ,T T= 0 0.01,K = 4M =  

Fig. 3. Constellation plots QAM-16 for different pulse shapes: a  – rectangular, с ;T T=  б – RRC, c 8 ,T T=  α = 0.2;  

в – optimal, c 8 ,T T=  0 0.1,K =  4;M =  г – optimal, c 8 ,T T= 0 0.01,K = 4M =  
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На рис. 3, б приведен пример расположения 
сигнальных точек для сигналов, сформирован-
ных на основе RRC-импульсов с коэффициен-
том скругления, равным 0.2. На рис. 3, в приве-
дены сигнальные созвездия для оптимальной 
формы импульса при выборе ограничения на 
коэффициент корреляции 0 0.1,K =  на рис. 3, г – 
для 0 0.01K =  при размере созвездия М = 4. 
Видно, что при выборе 0 0.01K =  помехо-
устойчивость приема сообщений должна обес-
печиваться на уровне потенциальной помехо-
устойчивости приема сигналов с прямоуголь-
ной формой импульса. 

На рис. 4 в качестве примера приведены 
формы вещественной ( )I t  (а) и мнимой ( )Q t  
(б) частей комплексной огибающей последова-
тельности оптимальных сигналов, представ-
ленных в табл. 2 для c 8 ,T T=  M = 4 и 0 0.01K =  
при использовании модуляции КАМ-16. Для 
большей наглядности показаны формы функ-
ции ( ) ,a t  соответствующие вещественной и 
мнимой частям передаваемых модуляционных 
символов. На рис. 4, в приведен сигнал ( )s t  на 
несущей частоте (16). 

Видно, что случайная последовательность 
оптимальных сигналов с квадратурной ампли-
тудной модуляцией и существенной управляе-
мой межсимвольной интерференцией (напом-
ним, что длительность полезного сигнала пре-
восходит символьный интервал передачи Т в 
8 раз) имеют высокое значение пик-фактора 
излучаемых колебаний. 

Результаты моделирования. Прежде всего 
с помощью имитационного моделирования в 

среде MatLab оценим помехоустойчивость при-
ема оптимальных сигналов (рис. 5). На рис. 5 
блок-схема имитационного моделирования 
условно разделена на две части. С левой сторо-
ны блок-схемы показана передающая часть мо-
дели, а с правой – приемная часть. В передаю-
щей части модели осуществляется формирова-
ние случайной последовательности информа-
ционных битов в количестве 106 символов, ко-
торые преобразуются в модуляционные симво-
лы с учетом кода Грея при объеме канального 
алфавита МКАМ. В этой же части модели при 
выполнении процедуры модуляции сигналов 
(блок "Модуляция" на рис. 5) происходит фор-
мирование оптимальной формы импульса с 

учетом коэффициентов разложения { } 1
0 .m

k ka −
=  

При этом задаются объем канального алфавита 
M и длительность с.Т  В этом блоке преду-
смотрен анализ характеристик (скорость спада 
уровня внеполосных излучений; полоса зани-
маемых частот) энергетического спектра опти-

мальных сигналов ( ) 2 .S f  
В качестве канала передачи используется 

канал с аддитивным белым гауссовским шу-
мом (канал АБГШ) и с прямоугольной формой 
амплитудно-частотной характеристики и спек-
тральной плотностью мощности канального 
шума 0 2.N  На вход этого блока (рис. 5) вво-
дятся значения отношений б 0Е N  энергии 
бита бЕ  к спектральной плотности 0 2.N  

В правой части блок-схемы (приемная 
часть) реализуется алгоритм оптимального ко-
герентного приема, где в качестве опорных 

 

Рис. 4. Формы вещественной (а) и мнимой (б) частей комплексной огибающей случайной последовательности 
оптимальных сигналов; вид сигнала на несущей частоте (в) 

Fig. 4. Real (a) and imaginary part (б) of complex envelope of random sequence of optimal signals; bandpass signal (в) 
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сигналов используются оптимальные сигналы. 
На входе такого демодулятора присутствует 
случайный процесс ( ) ( ) ( ) ,l ly t s t awgn t= + со-
стоящий из полезного сигнала, соответствую-
щего передаваемому символу канального ал-

фавита ( ) ,k
ld и реализации аддитивного ка-

нального шума ( ).awgn t  Погрешности, свя-
занные с проблемами фазовой и тактовой син-
хронизации, при имитационном моделирова-
нии не учитываются. 

При реализованных в модели длительностях 

с 8Т Т=  возникает межсимвольная интерферен-
ция. Чтобы повысить помехоустойчивость при-
ема, используется корреляционный алгоритм 

следующего вида. Принимается символ ( )ˆ ,kd  
если минимизируется значение интеграла: 

 ( ) ( )
2( ) ( )ˆ arg min .

kT LT
k k

r l
r kT

d d a t kT y t dt
+   = − −  

  
∫   

При реализации этого правила приема в 
процессе демодуляции происходит перебор 
возможных опорных сигналов для всех значе-

ний ( )ˆ ,kd  1 .r M= …  В результате расчета ев-

клидова расстояния между ( )ly t  и ( )ls t  на 
интервале длительности полезного сигнала вы-
носится решение в пользу того символа, кото-
рый обеспечивает минимальное значение ев-
клидова расстояния. 

На рис. 6 приведены зависимости вероят-
ности ошибок от отношения сигнал/шум. В 
качестве оптимальных форм импульсов приме-
нялись те, которые были получены при исполь-
зовании ограничения 0 0.01K =  (22) при 

КАМ .M M=  
Из анализа этих зависимостей следует, что, 

во-первых, помехоустойчивость приема опти-
мальных сигналов с увеличенным объемом 
сигнального созвездия практически совпадает с 
потенциальной (теоретической) помехоустой-
чивостью приема сигналов с прямоугольной 
формой импульса без межсимвольной интер-
ференции (на рис. 6 кривые, обозначенные 
сплошной линией); во-вторых, при использо-
вании RRC-импульсов (на рис. 6 обозначены 
точками), которые традиционно обеспечивают 
высокую спектральную эффективность систе-
мы передачи сообщений, оказывается, что при 

 

Рис. 5. Блок-схема имитационного моделирования для анализа помехоустойчивости приема 
Fig. 5. Flowchart of simulation modeling for BER performance estimation 
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объеме алфавита 1024 прием таких сигналов 
приводит к большим энергетическим потерям 
(рис. 6, б); в-третьих, энергетические выигры-
ши при использовании оптимальных сигналов 
по сравнению со случаем применения RRC-
импульсов при уменьшении вероятности 

ошибки от 310−  до 510−  увеличиваются вдвое. 
Спектральная и энергетическая эффек-

тивность. Оценим спектральную и энергети-
ческую эффективность применения оптималь-
ных квадратурных сигналов с амплитудной 
модуляцией с увеличенным размером сигналь-
ного созвездия. Граница Шеннона, характери-
зующая предельные значения спектральной 
эффективности R F∆  (R – символьная ско-
рость; F∆  − полоса занимаемых частот) и 
энергетической эффективности б 0 ,E N  рас-
считывается по формуле [15] 

( )б

0

1 2 1 .R FE
N R F

∆= −
∆

 

При скорости передачи символов канального 
алфавита R, равной пропускной способности ка-
нала передачи, зависимость определяет границу 
Шеннона. Полоса частот ∆F может быть опреде-
лена либо по 99 % концентрации энергии, либо 

по уровню энергетического спектра, например 
−30 дБ ( )30 дБF−∆  или −60 дБ ( )60 дБ .F−∆  

Интересно обратить внимание на то, что от 
определений полосы ∆F занимаемых частот су-
щественно зависят и количественные результаты 
оценки спектральной эффективности. Это иллю-
стрируется графиками (рис. 7). На рис. 7 приве-
дены зависимости спектральной эффективности 
для определения полосы частот по уровню 
−30 дБ энергетического спектра (а), −60 дБ (б) и 
по критерию концентрации 99 % энергии сигнала 
(в). Анализируя представленные зависимости, 
можно видеть, что при 30 дБF−∆  оптимальные 
сигналы проигрывают сигналам с RRC-
импульсами при КАМ 64М ≤  до 20 %. С увели-
чением объема канального алфавита при 

КАМ 256М =  появляется выигрыш более 35 %. 
При использовании полосы 60 дБF−∆  оптималь-
ные сигналы существенно выигрывают у сигна-
лов на основе RRC-импульсов, особенно при 

КАМ 256.М =  При использовании определения 
полосы частот по критерию 99 % концентрации 
энергии можно видеть максимальное приближе-
ние к границе Шеннона. При спектральной эф-
фективности ( )99 % 7 бит/с /ГцR F∆ =  энергети-

ческая эффективность оптимальных сигналов 
оказывается примерно на 5 дБ выше, чем у сиг-

 

Рис. 6. Помехоустойчивость приема при использовании сигналов с оптимальными формами импульсов, 
полученными с учетом ограничения (22) при 0  0.01:K =  а − КАММ = 16, 64, 256; б – КАММ = 1024 

Fig. 6. BER performance of signals with optimal pulse shapes obtained with constraint (21) for 0  0.01:K =   

а − КАММ = 16, 64, 256; б – КАММ = 1024 
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налов на основе RRC-импульсов с коэффициен-
том скругления 0.2.α =  

Рассмотрим ситуацию с увеличением коэф-
фициента скругления RRC-импульсов до значения 

0.35,α =  обеспечивающего более высокую энер-
гетическую эффективность сигналов на основе 
этих импульсов. Однако и в этом случае примене-
ние оптимальных сигналов позволяет получить 
определенные выигрыши при увеличенных раз-
мерах сигнального созвездия. На рис. 8 приведены 

сравнительные кривые спектральной и энергети-
ческой эффективности для 0.35.α =  

Представленные на рис. 8 зависимости ана-
логичны зависимостям на рис. 7. Как видно из 
сравнения значений спектральной эффективно-
сти оптимальных сигналов и сигналов на осно-
ве RRC-импульсов, тенденция роста выигрыша 
оптимальных сигналов увеличивается с ростом 
объема канального алфавита. 

Заключение. Увеличение спектральной 

 

Рис. 8. Сравнение спектральной и энергетической эффективности оптимальных сигналов при 0 0.01K =   
и сигналов с RRC при α = 0.35 на уровне вероятности ошибки 10−3 при определении полосы занимаемых частот  

по уровню −30 дБ (а); −60 дБ (б); 99 % мощности сигнала (в) 
Fig. 8. Comparison of spectral vs. energy efficiency of optimal signals with 0 0.01K =  and signals with RRC (α = 0.35) at BER = 10−3 

for occupied frequency bandwidth determined by −30 dB (а); −60 dB (б); 99 % of signal power (в) 
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Рис. 7. Сравнение спектральной и энергетической эффективности оптимальных сигналов при 0 0.01K =   
и сигналов с RRC при α = 0.2 на уровне вероятности ошибки 10−3  

при определении полосы занимаемых частот по уровню −30 дБ (а); −60 дБ (б); 99 % мощности сигнала (в) 
Fig. 7. Comparison of spectral vs. energy efficiency of optimal signals with 0 0.01K =  and signals with RRC (α = 0.2) at BER=10−3 

for occupied frequency bandwidth determined by −30 dB (а); −60 dB (б); 99 % of signal power (в) 
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эффективности квадратурных сигналов с ам-
плитудной модуляцией с увеличенными разме-
рами сигнального созвездия возможно путем 
применения оптимальных сигналов. При этом 
обеспечиваются минимальные энергетические 
потери и заданная скорость уровня энергетиче-
ского спектра вне занимаемой полосы частот. 
Показано, что при анализе спектральной эф-
фективности системы передачи сообщений 
наиболее адекватное сравнение с границей 
Шеннона обеспечивается при использовании 

определения полосы занимаемых частот по 
критерию содержания 99 % мощности сигнала. 
Показано, что оптимальные сигналы, синтези-
рованные в соответствии с критерием обеспе-
чения заданной скорости спада уровня внепо-
лосных излучений, позволяют получить энер-
гетический выигрыш как минимум 4.9 дБ по 
сравнению с сигналами на основе RRC-
импульсов с коэффициентом скругления 

0.2α = при спектральной эффективности 
больше либо равной 7 (бит/с)/Гц. 
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Расчет полосно-пропускающих фильтров  
с фиксированными частотами бесконечного затухания 
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АО "НПП "Пирамида", Санкт-Петербург, Россия 

enchervinsky@simeta.ru 

Аннотация 
Введение. При расчете полосно-пропускающих фильтров (ППФ) с частотами бесконечного затухания мето-
дом преобразования частоты параметры прототипа – инверсного или квазиэллиптического фильтра нижних 
частот (ФНЧ) – пересчитываются по известным формулам в параметры ППФ. При выбранных частоте среза 
ФНЧ и добротности полосового фильтра произвольно можно выбрать только одну частоту бесконечного за-
тухания (полюс затухания). Для подавления пары конкретных частот в полосе задерживания синтез ППФ 
необходимо начинать с фиксации частот максимального затухания и центральной частоты фильтра. Обрат-
ный переход к параметрам частотной характеристики низкочастотного прототипа осуществляется с приме-
нением формул преобразования частоты. 
Цель работы. Разработка методики расчета ППФ с фиксированными полюсами затухания. 
Материалы и методы. В статье в качестве низкочастотных прототипов ППФ с полюсами затухания исполь-
зуются фильтры нечетного порядка с дополнительным конденсатором в поперечной ветви П-звена и индук-
тивностью в продольной ветви Т-звена. 
Аппроксимация частотной характеристики низкочастотного прототипа (инверсный или квазиэллиптический 
ФНЧ) выполнена методами, основанными на решении систем нелинейных уравнений. 
Результаты. Реализуемая передаточная функция (ПФ) ФНЧ n-го порядка с полюсами затухания записана в 
виде отношения произведения двучленов и многочлена степени n с вещественными коэффициентами. При-
ведены системы уравнений для расчета коэффициентов амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) ФНЧ с 
заданной частотой максимального подавления помехи для обоих типов фильтров. 
Аналитические выражения для ПФ ФНЧ-прототипов порядков 3 и 5 записаны через емкости контуров ППФ, 
настроенных на центральную и подавляемые частоты, что дает возможность непосредственно рассчитать 
искомые емкости. Индуктивности ППФ определяются по формулам, выражающим зависимости централь-
ной частоты ППФ от параметров контуров, с учетом соотношений, приведенных в статье. 
Приведен пример расчета квазиэллиптического ППФ десятого порядка. 
Заключение. Представленная методика позволяет непосредственно определить параметры ППФ без промежу-
точного расчета и последующего преобразования параметров ФНЧ-прототипа. Приведенные аналитические 
выражения АЧХ П- и Т-образных ППФ шестого и десятого порядков дают возможность проверки выполнен-
ных расчетов и коррекции АЧХ с помощью индуктивностей при замене расчетных значений емкостей стан-
дартными. 

Ключевые слова: передаточная функция, инверсный фильтр, квазиэллиптический фильтр, преобразование 
частоты, полосно-пропускающий фильтр, полюс затухания 
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Abstract 
Introduction. When calculating band-pass filters (BPF) with infinite attenuation frequencies using the frequency 
conversion method, the parameters of the prototype – an inverse or quasi-elliptic low-pass filter (LPF) – are recalcu-
lated into BPF parameters according to conventional formulas. Using the selected low-pass filter cutoff frequency 
and the Q-factor of the band-pass filter, one can select at their discretion only one infinite attenuation frequency (at-
tenuation pole). In order to suppress a pair of concrete frequencies in the attenuation band, the synthesis of BPF 
should initially fix the frequencies of maximum attenuation and the central frequency of the filter. The reverse tran-
sition toward the frequency response parameters of a low-frequency prototype is carried out using frequency con-
version formulas. 
Aim. To develop of a method for calculating band-pass filters with fixed attenuation poles. 
Materials and methods. Odd-order filters with an additional capacitor in the transverse branch of the П-link and an 
inductance in the longitudinal branch of the Т-link were used as low-frequency prototypes of the BPF with attenua-
tion poles. Approximation of the frequency response of a low-frequency prototype (inverse or quasi-elliptical LPF) 
was performed by methods based on solving systems of nonlinear equations. 
Results. A realizable transfer function (TF) of an n-th order LPF with attenuation poles was written as the ratio of 
the product of binomials and a polynomial of power n with real coefficients. Systems of equations were derived to 
determine amplitude-frequency response coefficients with a given frequency of maximum attenuation interference 
for both types of filters. Analytical expressions for the TF of the low frequency prototypes of 3th and 5th orders 
were recorded through the capacitances of the BPF circuits tuned to the central and suppressed frequencies, thus 
allowing the desired capacitances to be directly calculated. The BPF inductances were determined by formulas ex-
pressing the dependences of the BPF central frequency on the circuits parameters, taking into account the relation-
ships given in the article. An example of calculating a 10th order quasi-elliptic BPF was provided. 
Conclusion. The proposed method can be used to determine the BPF parameters directly, without an intermediate 
calculation and subsequent transformation of the LPF prototype parameters. The given analytical expressions for the 
frequency response of the П- and Т-shaped BPFs of the 6th and 10th orders make it possible to verify the performed 
calculations and to correct the frequency response using inductances, when replacing the calculated capacitance 
values with their standard values. 
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Введение. В статье рассмотрены вопросы 
синтеза инверсных и квазиэллиптических полос-
но-пропускающих фильтров (ППФ). Под ин-
версным ППФ (ИППФ) понимается фильтр, 
амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) 
которого монотонно уменьшается в обе сторо-
ны от максимума на центральной частоте в по-
лосе пропускания и имеет частоты бесконечно-
го затухания (полюсы затухания) в полосах 

задерживания. АЧХ квазиэллиптического ППФ 
(КППФ) равномерно приближает единичное 
значение в полосе пропускания и также имеет 
полюсы затухания в полосах задерживания. 
АЧХ обоих типов фильтров на границах полосы 
пропускания имеют значение 1 2 и равны ну-
лю на частотах бесконечного затухания. 

Синтез ППФ осуществляется методом пре-
образования частоты [1–5] с использованием в 
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качестве прототипов фильтров нижних частот 
(ФНЧ). При преобразовании количество полю-
сов затухания удваивается. При необходимости 
подавления пары конкретных частот в полосах 
задерживания синтез ППФ необходимо начи-
нать с фиксации частот максимального затуха-
ния и центральной частоты фильтра. Обратный 
переход к параметрам частотной характерис-
тики низкочастотного прототипа осуществля-
ется с применением формул преобразования  
частоты, а вид аппроксимации частотной ха-
рактеристики (инверсный или квазиэллиптиче-
ский ФНЧ) – методом решения систем нели-
нейных уравнений. 

Цель настоящей статьи – разработка мето-
дики расчета полосно-пропускающих фильтров 
с фиксированными полюсами затухания. 

Методы расчета полосно-пропускающих 
фильтров. Рассмотрим простейшие ФНЧ 3-го 
порядка с полюсами затухания, образованные 
Г-образными полузвеньями (рис. 1). На рис. 1, а 
приведена схема ФНЧ с емкостью НЧ1C  на 
входе в поперечной ветви и параллельным со-
единением индуктивности НЧ2L  и емкости 

НЧ3C  в продольной. На рис. 1, б приведена 
схема с индуктивностью НЧ1L  в продольной 
ветви на входе и последовательным контуром с 
элементами НЧ2,L  НЧ3C  в поперечной ветви. 

На рис. 1 вхU  и выхU  – комплексные ампли-
туды входного и выходного напряжений; r и R – 
активные сопротивления; уK  – коэффициент 

усиления усилителя. Отношение вых вх ,U U   за-
писанное в виде отношения полиномов от норми-
рованной переменной н н cs j j= ω = ω ω  (ω – 
текущая угловая частота, cω  – угловая частота 
среза), есть передаточная функция (ПФ) фильтра 

n-го порядка ( ) ( )н ,nH s  определяемого степенью 
полинома знаменателя n. На частотах резонанса 
контуров обеспечиваются полюсы затухания, при 
этом значения АЧХ ФНЧ равны нулю. 

Можно показать (для схемы рис. 1, а см. 
доказательство в [6]), что Г-образные полузве-
нья реализуют ПФ вида 

 ( ) ( )
2

3 н 1
нLP 3 2

н 2 н 1 н 0

s aH s K
s b s b s b

+
=

+ + +
 (1) 

при условии 
 1 1 1,b a >  (2) 

где K, 1,a  2 ,b  1,b  0b  – вещественные положи-
тельные числа. 

При переходе к П- и Т-образным звеньям 
третьего порядка добавлением конденсатора в 
поперечной ветви параллельно нагрузке R в 
схеме рис. 1, а и дополнительной индуктивно-
сти в продольной ветви перед резистором R в 
схеме рис. 1, б выполнение условия (2) при реа-
лизации ПФ (1) не требуется. С учетом снятия 
ограничения в дальнейшем в качестве ФНЧ-
прототипов при реализации полосовых фильтров 
с полюсами затухания в полосах задерживания 
используются фильтры нечетного порядка n с 
дополнительным конденсатором ( )НЧ n pC +  в 

поперечной ветви (рис. 2) и индуктивностью 

( )НЧ n pL +  в продольной ветви (рис. 3), где 

( )1 2p n= −  – число полюсов затухания. 
ПФ фильтров по схеме на рис. 2 для 3,n =  5, 

7, 9 приведены в [6]. 
Для перехода к ППФ с центральной часто-

той 0 сω = ω  заменим переменную [2]: 

( )н н н1 ,s Q s s′ ′→ +   

 

 а б 
Рис. 1. Схемы ФНЧ 3-го порядка с Г-образными полузвеньями с емкостью на входе (а) и индуктивностью на входе (б) 

Fig. 1. The circuits of the 3rd order low-pass filter with Г-shaped half-links with input capacitance (a) and input inductance (б) 
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где Q – добротность ППФ (величина, равная 
отношению 0ω  к полосе пропускания ППФ на 

уровне АЧХ )1 2 ;  н нs j′ ′= ω  – преобразован-
ная мнимая часть нормированной комплексной 
частоты, причем н 0′ ′ω = ω ω  – угловая частота 
частотной оси ППФ, нормированная относи-
тельно центральной частоты 0.ω  Значения пе-
ременной н ,′ω  соответствующие значению 
нормированной частоты н ,ω  могут быть опре-

делены из уравнения ( )2
н н н 1 0 :Q′ ′ω − ω ω − =  

2
н н

н1, 2 21 ,
24 QQ

ω ω′ω = +   н 0.ω ≥  

После умножения левой и правой частей 
последнего равенства на 0ω  среднее геометри-
ческое частот 1, 2 н1, 2 0′ ′ω = ω ω  дает централь-
ную частоту ППФ при любых значениях 

н 0ω ω ω := 1 2 0.′ ′ω ω = ω  Разность частот 

1 02 ω .Q′ ′ω −ω =
 
Например, при 10Q =  частота 

среза ФНЧ с 0ω = ω преобразуется в частоты 
среза ППФ 1 00.95125 ,′ω = ω  2 01.05125 ,′ω = ω  

откуда ( )0 2 1 1 0.1.Q ′ ′= ω ω −ω =  
Обозначим подлежащие подавлению фик-

сированные частоты в полосе задерживания как 

фкс1ω  и фкс2,ω  их среднее геометрическое – 

центральная частота ППФ 0.ω  В соответствии 
с приведенным уравнением н фкс1 фкс1 0′ω = ω ω  

и н фкс2 фкс2 0′ω = ω ω  можно рассматривать 
как нижнюю и верхнюю нормированные ча-
стоты максимального затухания ППФ, соответ-
ствующие нормированной частоте максималь-
ного затухания ФНЧ-прототипа 

 
2 2

н фкс1 н фкс2
н фкс0

н фкс1 н фкс2

1 1
.Q Q

′ ′− ω ω −
ω = =

′ ′ω ω
 (3) 

Зададимся величиной Q и выберем поря-
док ППФ, в 2 раза превышающий порядок со-
ответствующего ему ФНЧ. При проектирова-
нии инверсных ФНЧ Чебышева и эллиптиче-
ских ФНЧ табличным методом [2, 7–9] разра-
ботчик ограничен дискретностью задания не-
равномерности передачи в полосе пропуска-
ния и минимального затухания в полосе за-
держивания. Полученные характеристики при 
пересчете на характеристики ППФ, и в част-
ности, частоты бесконечного затухания, в об-
щем случае отличаются от требуемых. При 
синтезе фильтров методом, основанным на 
решении системы нелинейных уравнений [10, 
11], характеристики инверсного и квазиэлип-
тического ФНЧ-прототипов (ИФНЧ и КФНЧ) 
при выбранных значении добротности Q и 
порядке ППФ 2n могут быть определены с 
требуемой точностью. 

 

Рис. 3. Схема ФНЧ n-го порядка с p полюсами затухания с индуктивностью в продольной ветви на входе 
Fig. 3. The circuit of the LPF of the n-th order with p attenuation poles with inductance at the input longitudinal branch 
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Рис. 2. Схема ФНЧ n-го порядка с p полюсами затухания с емкостью в поперечной ветви на входе 
Fig. 2. The circuit of the LPF of the n-th order with p attenuation poles with capacitance at the input transverse branch 
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Реализуемую ПФ ФНЧ n-го порядка ( 3,n =  
5, …) с p полюсами затухания запишем как от-
ношение произведения двучленов и многочле-
на степени n: 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

нLP p
2 2 2
н 1 н 2 н 1 2

1
н 1 н 1 н 0

,

n

n
n n

n

H s

s a s a s a
K

s b s b s b
−

−
−

=

+ + +
=

+ + + +





 

где все коэффициенты суть вещественные по-
ложительные числа. АЧХ ФНЧ n-го порядка 
есть модуль ПФ 

 ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

1 2
2
н

1
нLP p

нLP p

,

n
l

ln
n

a
H K

D

−

=
ω −

ω =
ω

∏
 (4) 

где 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

21 2
2

н н 2 нLP p
1

0.521 2
1 2

1 2 н
0

1

1 .

n jn n n j
n j

j

n j n j
n j

j

D b

b

−
−

−
=

−
− −

− −
=

 
ω = ω + − ω + 

  
  

+ − ω  
   

∑

∑

 

Характеристика ( ) ( )нLP p
nH ω  обращается в 

ноль в точках 
0 0н 0g l gaω = = ω ω  ( 0gω  –  

g-я круговая частота бесконечного затухания 
ФНЧ). Примем н фкс0 1ω .a=  

В зависимости от значений коэффициентов 

K, la  и jb  ( ) ( )нLP p
nH ω  является равноволновой 

АЧХ ИФНЧ ( ) ( )нLP p
nH ω  или КФНЧ 

( ) ( )нLP p .nH ω  Синтез АЧХ по заданному значе-

нию частоты максимального подавления поме-
хи в полосе задерживания н фкс0ω  для ИФНЧ и 
КФНЧ может быть выполнен решением систем 
уравнений, связывающих между собой пара-
метры АЧХ в особых точках. 

Параметром, подлежащим определению, 
помимо коэффициентов реализуемой ПФ и ко-

ординат характерных точек АЧХ ИФНЧ, явля-
ется минимальное затухание в полосе задержи-
вания .δ  В соответствии с (4) коэффициент 

2
1 н фкс0.a = ω  Система 2 2n +  уравнений ИФНЧ 

при нечетном n имеет вид 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0

max

1 2
0

1

н нLP p LP p

LP p

max
н нLP p LP p

max max
н н LP p

н
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н н

нLP p

1;

1 ;

1 1 2 ;

;

0;

;

;

20lg ,

n
l

l
n n

n

n n
h

n
h h

l gr

h hr

n

K b a

H d H r

H

H H r

H

a k r

k r

H r

−

=


=




= −

 =

 ω =
  ∂ ω ∂ω =  
 =

ω =

δ = −

∏

 (5) 

( ),  1,  2, , 1 2,h g n= −  

где ( ) ( )max
н LP p

n
hH ω  – локальные максимумы 

АЧХ в полосе задерживания с абсциссами 
max
н ;hω  н 1r >  – граница отрезка [ ]н0,  r  нормиро-

ванной частотной оси, на которой АЧХ ИФНЧ 

спадает до уровня ( ) ( )max
н1LP p ;nH ω  н 1d <  – гра-

ница отрезка н0,  ,d    определяемая из условия 
( ) ( ) ( ) ( )н нLP p LP p1 ;n nH d H r= −  

0
,grk  max

hrk  – нор-

мированные на нr  координаты нулей и макси-
мумов АЧХ ИФНЧ в полосе задерживания, не 
зависящие от значений минимального затуха-
ния δ  (см. [11]). В табл. 1 приведены числовые 
значения коэффициентов 

0grk  и max
hrk  для 3,n =  

5, определяющие соотношения между коорди-
натами особых точек ИФНЧ. 

Решением системы уравнений (5) являются 

2 2n +  параметров АЧХ ( ) ( )нLP p :nH ω  ,K  2 ,a  

Табл. 1. Соотношения между координатами особых точек ИФНЧ 
Tab. 1. Relationships between the coordinates of singular points of an inverse low-pass filter 

n 0 01 н1 нrk r= ω  max max
1 н1 нrk r= ω  0 02 н2 нrk r= ω  max max

2 н2 нrk r= ω  
3 1.1547005384 2.0 – – 
5 1.0514622242 1.2360679775 1.7013016167 3.2360679775 
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…, ,la  1,nb −  2 ,nb −  …, 0 ,b  н ,d  н ,r  max
н1 ,ω  

max
н2 ,ω  …, max

н ,hω  δ.  Поскольку сомножители в 
числителе (4) симметричны, порядковый номер 
нуля АЧХ g не обязательно равен номеру ко-
эффициента l. При этом не исключено, что ка-
кие-либо из коэффициентов 

0

2
1н l ga a= ω <  (см. 

пример 1). Разность н нr d−  представляет нор-
мированную ширину переходной области АЧХ 
ИФНЧ при найденном значении .δ  

АЧХ КФНЧ имеет бóльшую крутизну при пе-
реходе от полосы пропускания к полосе задержи-
вания по сравнению с АЧХ ИФНЧ того же поряд-
ка при равных .δ  При выбранном значении не-
равномерности АЧХ КФНЧ δ  может быть опре-
делено минимальное затухание δ  (или, наоборот, 
при выбранном значении другого параметра). В 
общем случае система 3 1n +  уравнений КФНЧ 
для определения 3 1n +  неизвестных параметров 

,K  2 ,a  3,a  …, ( )1 2 ,na −
  1,nb −

  2 ,nb −
  …, 0 ,b  

н2,ω  н4,ω  …, н ,sω  н3,ω  н5,ω  …, н ,qω  н ,d  н ,r  
max
н1 ,ω  max

н2 ,ω  …, max
н ,hω  δ  при нечетном n и за-

данных значениях 
0н1ω  (или )1a  и δ  имеет вид 

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 2 1 2
0

1 1

1 2
н 0LP p

1

1 2
н 0LP p

1

1 2
н 0LP p

1

20lg 2 ;

2 ,  

2,  4, , 1;

,  

3,  5, , ;

2 ;

n n
l l

l l

n
n

s l
l

n
n

q l
l

n
n

l
l

K a b K a

H K a b

s n

H K a b

q n

H d K a b

− −

= =

−

=

−

=

−

=

  
  − = δ    

 
 ω = −  
 
= −

 
 ω =  
 

=

 
 = −  
 

∏ ∏

∏

∏

∏


 


 


 

 




 

 



 
 





( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

LP p

max
н нLP p LP p

н нLP p

max max
н нLP p

нLP p

1 1 2 ;

, 

1,  2,  ,  1 2;

0,  2,  3,  ,  ;

0;

20lg ,

n

n n
h

n
i i

n
h h

n

H

H H r

h n

H i n

H

H r



















 =


ω =


= −
  ∂ ω ∂ω = =  


 ∂ ω ∂ω = 
δ = −

 

 





 





 





 

(6)

 

где н ,sω  нqω  – координаты минимального 
( ) ( )нLP p
n

sH ω

  и максимального ( ) ( )нLP p
n

qH ω

  

значений функции ( ) ( )нLP p
nH ω  соответственно 

на отрезке н0,  ;d  
  нd  – нормированная длина 

отрезка, на котором АЧХ КФНЧ равномерно 
приближает единичное значение в полосе про-
пускания. Общее количество частот экстремумов 
АЧХ в полосе пропускания н ,iω  2,i =  3, …, n, 

подлежащих определению, равно 1;n −  )н ,  r ∞   – 
бесконечный полуинтервал, где АЧХ КФНЧ 
имеет равномерные пульсации в полосе задержи-
вания; max

нhω  – абсциссы локальных максимумов 

функции ( ) ( )нLP p
nH ω  в полосе задерживания, 

причем 1,h =  2, …, ( )1 2;n −  δ  – минимальное 

затухание в полосе задерживания, δ  – неравно-
мерность АЧХ в полосе пропускания. 

Пример 1. Рассчитаем параметры АЧХ ФНЧ-
прототипа ППФ 10-го порядка с частотами мак-
симального подавления в полосах задерживания 

5
фкс1 0.9 10  рад с,ω = ⋅  5

фкс2 1.1 10  рад сω = ⋅  
и добротностью 10.Q = Центральная частота 
ППФ 0 фкс1 фкс2 99 498.74371 рад с;ω = ω ω =  

тогда н фкс1 0.904534,′ω =  н фкс2 1.105542.′ω =  
Нормированная частота максимального зату-
хания ФНЧ (3) н фкс0 0.201008 2.01008.Qω = =  
Коэффициент в первом сомножителе числителя 
реализуемой АЧХ ФНЧ 

2
1 н фкс0 4.040404.a = ω =  

При расчете АЧХ ИФНЧ система уравне-
ний (5) имеет решение при записи третьей сни-
зу строки в виде 

02 1 н ;ra k r=  
01 2 н ,ra k r=  где 

1 н фкс0.a = ω  
При расчете АЧХ КФНЧ примем значение 

неравномерности АЧХ в полосе пропускания 
0.1 дБ.δ =  Выборочные элементы решений 

систем уравнений (5), (6) приведены в табл. 2. 
Из нее следует, что 

0 0н1 2 н фкс1.543 1.242 2.010;aω = = = < ω =  

0 0н1 2 н фкс1.842 1.357 2.010.aω = = = < ω =   
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АЧХ ИФНЧ ( ) ( )5
нLP pH ω  и КФНЧ ( ) ( )5

нLP pH ω  

представлены на рис. 4. 
На рис. 5 (П-образная схема) и рис. 6 (Т-

образная схема) представлены схемы ППФ, по-
лученные преобразованием схем ФНЧ n-го по-
рядка, приведенных на рис. 2 и 3 соответственно. 
При преобразовании емкости НЧiС  заменены 
параллельными колебательными контурами с 

элементами пр НЧ ,i iС QС′ =  ( )2
пр 0 НЧ1 ,i iL QС′ = ω  

а индуктивности НЧkL  – последовательными 
контурами с элементами пс НЧ ,k kL QL′ =  

( )2
пс 0 НЧ1 ,k kC QL′ = ω  ,  1,  2,  ,  ,i k n p= +  на-

строенными на частоту 0 ,ω  равную частоте сре-
за прототипа с.ω  Количество элементов ППФ 
(включая резисторы r и R), полученного преобра-
зованием ФНЧ нечетного порядка n с p полюса-
ми затухания, не имеющего ограничений на 
условия реализации ПФ, составляет ( )2 1 .n p+ +  

Параллельное соединение последователь-
ного и параллельного контуров в продольных 
ветвях П-образной схемы (рис. 5) может быть 
заменено эквивалентным ему последователь-
ным соединением двух параллельных конту-
ров, настроенных на требуемые частоты по-
давления в полосах задерживания ППФ [1, 12] 
(рис. 7). Последовательное соединение после-
довательного и параллельного контуров в по-
перечных ветвях Т-образной схемы (рис. 6) 
заменяется параллельным соединением после-
довательных контуров, также настроенных на 
частоты подавления ППФ (рис. 8). Элементы 
контуров в поперечных ветвях схемы на рис. 5 
и в продольных ветвях схемы на рис. 6 перене-
сены в эквивалентные схемы без изменений. 

Применение схем с контурами, настроен-
ными на требуемые частоты подавления, удоб-
но для точной настройки контуров с помощью 
индуктивностей при замене расчетных значе-
ний емкостей на стандартные. 

Табл. 2. Элементы решений систем уравнений (5), (6) 
Tab. 2. Elements of solving equations systems (5), (6) 

АЧХ K 2a  4b  3b  2b  1b  0b  нd  нr  н нr d−  δ  
( ) ( )5

нLP pH ω  0.605 1.543 3.850 7.227 9.009 6.519 3.775 0.920 1.181 0.261 19.833 

( ) ( )5
нLP pH ω  0.054 1.842 1.569 2.371 1.958 1.177 0.397 0.918 1.309 0.391 40.317 

 

Рис. 5. П-образная схема ППФ с контурами, настроенными на частоту 0ω  
Fig. 5. П-shaped circuit of a band-pass filter with oscillatory circuits, tuned at frequency 0ω  

r 

вхU  пр1L′  выхU  
пр1C′  пр4C′  пр7C′  

R пр4L′  пр7L′  
( )пр n pL +′  

( )пр n pС +′  
пр3C′  

пр3L′  
пс2L′  пс2C′  

пр6C′  

пр6L′  
пс5L′  пс5C′  

( )1n ′+  

уK  

2′  4′  6′  

n′  1′  3′  5′  

 

Рис. 4. АЧХ ИФНЧ ( )5
LP pH  и КФНЧ ( )5

LP pH  
Fig. 4. Amplitude-frequency responses of the inverse LPF 

( )5
LP pH  and the quasi-elliptic LPF ( )5

LP pH  
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В [1, 12–14] приведены формулы пересчета 
элементов ФНЧ, изображенных на рис. 2 и 3, в 
элементы ППФ с последовательно включенны-
ми параллельными контурами (рис. 7) и парал-
лельно включенными последовательными кон-
турами (рис. 8) соответственно. Поставим за-
дачу непосредственного расчета параметров П- 
и Т-образных ППФ, минуя промежуточный 
расчет элементов ФНЧ-прототипов. 

Сравним схемы на рис. 5 и 7. Условием эк-
вивалентной замены является равенство ком-
плексных сопротивлений 

( )
( )

2j j
Z j′′ +

ω  цепей 

между узлами ( ),  2j j ′′ +  (рис. 5) и 

( ) ( )2j jZ j+ ω  – между узлами ( ),  2j j +  

(рис. 7). Комплексные сопротивления записы-
ваются в виде отношения полиномов от пере-
менной .s j= ω  Для узлов 1j j′ = =  имеем: 

( )
3

пс2 пс2 пр3 пр3
1 3

1 3
;

L С L s L s
Z s

D′ ′
′ ′

′ ′ ′ ′+
=  

( )

( ) ( )
13

3
пр2 пр3 пр2 пр3 пр2 пр3

13
,

Z s

L L С С s L L s

D

=

+ + +
=

 

 

Рис. 6. Т-образная схема ППФ с контурами, настроенными на частоту 0ω  
Fig. 6. Т-shaped circuit of a band-pass filter with oscillatory circuits, tuned at frequency 0ω  

r 

вхU  

пс1L′  
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R 
1ʹ 
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Рис. 8. Т-образная схема ППФ с последовательными контурами, настроенными на различные частоты 
Fig. 8. Т-shaped circuit of a band-pass filter with serial oscillatory circuits, tuned at different frequencies 

r 

вхU  

пс1L  

выхU  

пс1C  

R 

1 

уK  

3 ( )2n −  

2 4 ( )1n −  

пс4L  
пс4C  ( )пс n pL +  

( )пс n pC +  

пс2C  
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( )пс 2n pC + −  

( )пс 2n pL + −  
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пс3L  пс6L  ( )пс 1n pL + −  

 

Рис. 7. П-образная схема ППФ с параллельными контурами, настроенными на различные частоты 
Fig. 7. П-shaped circuit of a band-pass filter with parallel oscillatory circuits, tuned at different frequencies 
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где 

( )

4
1 3 пс2 пс2 пр3 пр3

2
пс2 пс2 пр3 пр3 пр3 пс2 1;

D L С L С s

L С L С L С s

′ ′ ′ ′ ′ ′= +

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + +
 

( )

4
13 пр2 пр2 пр3 пр3

2
пр2 пр2 пр3 пр3 1.

D L С L С s

L С L С s

= +

+ + +
 

Приравняв ( )1 3Z s′ ′  и ( )13Z s  и решив си-
стему четырех уравнений относительно эле-
ментов схемы, изображенной на рис. 7, полу-
чим: 

( )
( )2

пр3 пс2 пс2
пр2 3 2

α β α 2
;

2 α β

L L С
L

 ′ ′ ′− − =
−



 

( )
( )

( )

2 2

пр2 3 2
пр3 пс2 пс2

α α β α β
,

α β α 2
C

L L С

− −
=

 ′ ′ ′− − 





 

где   пс2 пс2 пр3 пр3 пр3 пс2α ;L С L С L С′ ′ ′ ′ ′ ′= + +  

пс2 пс2 пр3 пр3β 4 ;L С L С′ ′ ′ ′=  в символе " "  мате-
матический знак "–" относится к элементам 

пр2,L пр2;С  знак "+" – к элементам пр3,L  

пр3.С  
Резонансные частоты параллельных контуров: 

02пр
2пр2 пр2

1 2ω ;
α α βL C

= =
− −

 

03пр
2пр3 пр3

1 2ω .
α α βL C

= =
+ −

 

С учетом того, что 

2
пс2 пс2 пр3 пр3 0ω ,L С L С −′ ′ ′ ′= =  

получим: 
( )02 03 прω =  

( )
0 пр3

пс2 пр3 пс2 пс2 пр3

ω 2
,

2 4

С

С С С С С

′
=

′ ′ ′ ′ ′+ +

 

откуда следует, что контур с элементами пр2,L  

пр2C  (см. рис. 7) настроен на верхнюю часто-

ту, а контур с элементами пр3,L  пр3C  – на 
нижнюю частоту бесконечного затухания. По-

скольку нижние индексы элементов 2 и 3 вхо-
дят в выражение для ( )13Z s  симметрично, ча-
стоты настройки контуров в продольной ветви 
можно поменять местами. 

Аналогичные расчеты выполняются при 
замене цепей между узлами 3ʹ, 5ʹ (см. рис. 5) 
последовательным соединением параллельных 
контуров между узлами 3, 5 (рис. 7), и т. д. 

Индуктивности и емкости в ближайших 
поперечных ветвях ППФ записываются как 

пр пр ,i iL L′=  пр пр ,i iC C′=  1,  4,  7,  .i =   

При сравнении комплексных сопротивле-
ний цепей ( )1 2Z s′ ′  между узлами 1ʹ, 2ʹ схемы 
на рис. 6 и ( )12Z s  между узлами 1, 2 схемы на 
рис. 8 получим соотношения 

( )
( )

( )

2 2

пс2 3 2
пс2 пр3 пр3

α α β α β
;

α β α 2
L

С L С

− −
=

 ′ ′ ′− −  





 

( )
( )2

пс2 пр3 пр3
пс2 3 2

α β α 2
,

2 β

С L С
C

 ′ ′ ′− −  =
α −



 

где    пс2 пс2 пр3 пр3 пр3 пс2α ;L С L С L С′ ′ ′ ′ ′ ′= + +  

пс2 пс2 пр3 пр3β 4 ;L С L С′ ′ ′ ′=  знак "–" в символе 

" "  относится к элементам пс2,L  пс2,C  знак 
"+" – к элементам пс3,L  пс3.C  

Резонансные частоты последовательных 
контуров: 

02пс
2пс2 пс2

1 2ω ;
α α βL C

= =
− −

 

03пс
2пс3 пс3

1 2ω .
α α βL C

= =
+ −

 

Замечание относительно изменения резо-
нансных частот параллельных контуров П-
образной схемы ППФ справедливо и для частот 
настройки последовательных контуров Т-
образной схемы. 

Перемножив пр2L  и пр3,C  пр3L  и пр2,C  
нетрудно убедиться, что 

0
пр2 пр3 пр3 пр2

1 1 ω ,
L C L C

= =  
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что позволяет выразить элементы продольных 
ветвей схемы на рис. 5 через элементы схемы на 
рис. 7 с угловой частотой 0ω  в качестве пара-
метра, и в конечном итоге – элементы ФНЧ-
прототипа через искомые элементы ППФ с 
различной настройкой контуров. 

Для Т-образной схемы с последовательными 
контурами имеем аналогичные соотношения: 

0
пс2 пс3 пс3 пс2

1 1 ω .
L C L C

= =  

Cвязи между элементами П-образных ППФ 
с одинаковой и различной настройками конту-
ров (с включением элементов ФНЧ-прототипа) 
в обозначениях на рис. 5 и 7 имеют вид 

пр пр ;i iL L′ =  пр нч пр ,i i iC QC C′ = = 1,  4,  ;i =   

( )

( )

пр пр 1
пс нч 22

0 пр пр 1

;
ω

k k
k k

k k

C C
L QL

C C
+

+

+
′ = =

−  

 

( )

( )

2
пр пр 1

пс
пр пр 1

,
k k

k
k k

C C
C

C C
+

+

−  ′ =
+

 2,  5,  ;k =   

( )

( )

прпр 1
пр 2

0 прпр 1
;

ω
jj

j
jj

C C
L

C C
−

−

+
′ =  

( )

( )

прпр 1
пр НЧ

прпр 1
,

jj
j j

jj

C C
C QC

C C
−

−
′ = =

+
 3,  6,  .j =   

Соотношения для Т-образных схем (см. 
рис. 6 и 8): 

пс пс ;k kL L′ =  ( )2
пс 0 НЧ пс1 ω ,k k kС QL С′ = =  

1,  4,  ;k =   

( ){ }2
пс НЧ 0 пс пс 11 ω ;l l l lL QL С С +′ = = +    

( )пс пс пс 1 ,l l lС С С +′ = +  2,  5,  ;l =   

( )

( ) ( )

2
пспс 1

пр 2
0 пс пспс 1 пс 1

;
ω

ii
i

i ii i

С С
L

С С С С
−

− −

−  ′ =
+  

 

( ) ( )

( )

пс пспс 1 пс 1
пр НЧ 2

пспс 1

,i ii i
i i

ii

С С С С
С QC

С С
− −

−

+  ′ = =
−  

 

3,  6,  .i =   

В табл. 3 приведены ПФ ФНЧ-прототипов 
ППФ с различной настройкой параллельных 

контуров ( ) ( )
пр нb,p

n
CH s  (схема на рис. 2, 3,n =  5) 

и последовательных контуров ( ) ( )
пс нb,p

n
CH s   

(схема на рис. 3, 3,n =  5), выраженные через  
емкости прC  и пcC  соответствующих ППФ. 

Индекс "р" указывает на наличие у ФНЧ полю-
сов затухания. 

В табл. 4 приведены АЧХ синтезируемых 
ППФ порядков 2n с р полюсами затухания: с 

параллельными контурами ( ) ( )2
нBPпр  p ω ,nH  

2 6,n =  10; 2 2,p =  4 соответственно (схемы на 
рис. 7) и последовательными контурами 

( ) ( )2
нBPпс p ω ,nH  2 6,n =  2 2p =  (схемы на рис. 8), 

выраженные через индуктивности и емкости. 
Схемы фильтров дуальны (двойственны) в том 
смысле, что их АЧХ могут быть получены одна 
из другой с помощью следующих взаимных 
подстановок: пр пс ,i iL C↔  пр пс ,i iC L↔  1,i =  

2, …, .n p+  Замена r и R в знаменателе осу-
ществляется по правилу: 1 ,r r↔  1 ;R R↔  в 

числителе: 1 r R↔  (ср. ( ) ( )6
нBPпр  p ωH  и 

( ) ( )6
нBPпc p ωH  в табл. 4). Сходство в записи 

объясняется заменой реактивных сопротивле-
ний их дуальными эквивалентами – проводи-
мостями при расчете ПФ и АЧХ обоих типов 
фильтров. 

Полная запись необходима для обеспечения 
коррекции АЧХ с помощью индуктивностей 
после замены расчетных значений емкостей 
стандартными. 

Пример 2. Рассчитаем элементы КППФ  
10-го порядка с параллельными контурами с 
параметрами АЧХ, рассчитанными в приме-

ре 1. Приравняв коэффициенты ( ) ( )
пр

5
нb,pCH s  и 

( ) ( )5
нLP pH s  при одинаковых степенях перемен-

ной н ,s  получим систему из 8 уравнений при 

10 неизвестных: у ,K  пр1,C  пр2,C  пр3,C  

пр4,C  пр5,C  пр6,C  пр7 ,C  r, R. 
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Табл. 3. Передаточные функции ФНЧ-прототипов ППФ с различными частотами настройки контуров 
Tab. 3. Transfer functions of low-pass filters – prototypes of band-pass filters with different contour tuning frequencies 

3,n =  схема на рис. 2 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

пр пр
пр

2
пр2 пр3у пр2 пр33 2 2 3

н нb,p b,p3
пр2 пр30 b,p

,
ω μC C

C

C CK C C
H s Q s Q

C Cr

 −
 = + Λ
  

 

где 
( ) ( ) ( )пр
3

пр1 пр2 пр3 пр4 пр1 пр2 пр3 пр4b,pμ ;C С С C C С С С С= + + +  

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )

пр
пр

пр пр

пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр43 3 2
н нb,p 3

0 b,p

2 22
0 пр1 пр4 пр2 пр3 пр2 пр3 пр2 пр32 3

н2 3 3
0 0b,p b,p

ω μ

ω

ω μ ω μ

C
C

C C

r C C C C C C R C C C C C C
s Qs

rR

rR C C C C C C C C
Q s r R Q

rR rR

+ + + + +
Λ = + +

+ − + + −
+ + +

 

3,n =  схема на рис. 3 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

пс пс
пc

2
у 0 пс1 пс43 2 пс2 пс3 2 3

н нb,p b,p3
пс2 пс3b,p

ω
,

μC C
C

K RC C C C
H s Q s Q

C C

 −
 = + Λ
  

 

где 
( )

пc
3

пс1 пс2 пс3 пс4b,pμ ;C C C C C= + + +  

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

пс
пc

пc пc пc

пс1 пс2 пс3 пс4 пс1 пс2 пс3 пс43 3 2
н 0 нb,p 3

b,p
2 2

пс1 пс4 пс2 пс3 пс2 пс32 2 3пс2 пс3
0 пс1 пс4 н 0 пс1 пс43 3 3

пс2 пс3 пс2 пс3b,p b,p b,p

ω
μ

ω ω
μ μ μ

C
C

C C C

rC C C C R C C C C
s Qs

C C C C C CC CrRC C Q s r R C C Q
C C C C

+ + + + +
Λ = + +

 + − −+ + + + +
 
 

 

5,n =  схема на рис. 2 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

пр пр
пр

2 2
пр2 пр3 пр5 пр6у пр2 пр3 пр5 пр65 2 2 2 2 5

н н нb,p b,p5
пр2 пр3 пр5 пр60 b,p

,
ω μC C

C

C C C CK C C C C
H s Q s Q s Q

C C C Cr

   − −
   = + + Λ
        

где 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
пр

5
пр1 пр2 пр3 пр4 пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7b,p

пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр5 пр6 пр7

μ

;
C С С C C С С С С C C C C C C

С С С С С C C C C

=  + + +  + + + 
+ + +

 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

пр
пр

пр

пр1 пр2 пр3 пр5 пр6 пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр4 пр5 пр4 пр6 пр5 пр65 5
нb,p 5

0 b,p

пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр4 пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7 пр2 пр3 пр5 пр6 пр7 4
н5

0 b,p

ω μ

ω μ

C
C

C

C C C C C C C C C C C C C C C C C
s

R

C C C C C C C C C C C C C C C C C
Qs

r

 + + + + + +Λ = + +

+ + + + + + 

+ +



+
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )

пр

пр

пр1 пр2 пр3 пр4 пр7 пр1 пр2 пр3 пр4 пр7 2
пр5 пр65

b,p

пр1 пр4 пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7 пр5 пр6 пр7 2
пр2 пр35

b,p

пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр4 пр5 пр6 пр2 пр3 пр5 пр6
2
0 b,p

μ

μ

ω μ

C

C

C

C C C C C C C C C C
C C

C C C C C C C C C C C
C C

C C C C C C C C C C C C

rR

 + + + + +
− +




+ + + +
+ − +

+ + + + +
+ ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

пр

пр

пр

2 3
н5

2 2
пр1 пр4 пр5 пр6 пр5 пр6 пр2 пр3 пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр5 пр6

5
0 b,p

2 2
пр2 пр3 пр2 пр3 пр4 пр7 пр5 пр6 пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7 пр2 пр3

5
0 b,p

ω μ

ω μ

C

C

Q s

C C C C C C C C C C C C C C C C

R

C C C C C C C C C C C C C C C C

r


+




 + + +  − + + + − + +


 + + +  − + + + − + 3 2
нQ s +


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Окончание табл. 3 
Ending of the tab. 3 

Табл. 4. АЧХ ППФ с различными частотами настройки контуров, выраженные через индуктивности и емкости 
Tab. 4. Frequency responses of bandpass filters with circuits tuned at different frequencies, 

denoted through inductances and capacitances 

 
 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

пр

пр пр

2 2 22
0 пр1 пр4 пр7 пр2 пр3 пр5 пр6 пр2 пр3 пр5 пр6

2 5
0 b,p

2 2 2
пр5 пр6 пр2 пр3 пр2 пр3 пр5 пр64 5

н2 5 5
0 0b,p b,p

ω

ω μ

ω μ ω μ

C

C C

rR C C C C C C C C C C C

rR

C C C C r R C C C C
Q s Q

rR rR

 + + − − + + −
+ +



+ − + − −
+ +



 

5,n =  схема на рис. 3 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

пс пс
пc

2 2
у 0 пс1 пс4 пс75 2 пс2 пс3 2 2 пс5 пс6 2 5

н н нb,p b,p5
пс2 пс3 пс5 пс6b,p

ω
,

μC C
C

K RC C C C C C C
H s Q s Q s Q

C C C C

   − −
   = + + Λ
        

где 
( ) ( )( ) ( )

пc
5

пс1 пс2 пс3 пс4 пс5 пс6 пс7 пс4 пс5 пс6 пс7b,pμ ;C C C C C C C C C C C C= + + + + + + + +
 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( )
( )

пс
пc

пc

пc

пс2 пс3 пс4 пс2 пс3 пс4 пс5 пс6 пс75 5
н 0 пс1b,p 5

b,p

пс1 пс2 пс3 пс4 пс5 пс6 пс4 пс5 пс6 4
пс7 н5

b,p

пс1 пс4 пс1 пс4 пс5 пс6 пс7
пс2 п5

пс2 пс3 b,p

ω
μ

μ

μ

C
C

C

C

C C C C C C C C C
s rC

C C C C C C C C C
R C Qs

C C C C C C C
C C

C C

 + + + + + +
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
+ + + + + +

+ +

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

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( ) ( ) ( )
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пc

2 пс1 пс2 пс3 пс4 пс7 пс4 пс7
с3 5

пс5 пс6 b,p

2 пс2 пс3 пс4 пс2 пс3 пс4 пс5 пс62 2 3
пс5 пс6 0 пс1 пс7 н5

b,p

2 2 пс2пс5 пс6 пс7
0 пс1 пс2 пс3 пс4 пс5 пс65

пс2 пс3 b,p

μ

ω
μ

ω
μ

C

C

C

C C C C C C C

C C
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C C rRC C Q s

CC C CrC C C C C C
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+ + + +
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+ + + + + × − + +



+ +
+ − + −

( )( )
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( ) ( ) ( )( )
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пc

пc пc

пс3 пс4 пс7 пс4 пс7
5

пс5 пс6 b,p

2 2пс1 пс4 пс1 пс4 пс5 пс6 3 2пс1 пс2 пс3
пс4 пс5 пс6 пс2 пс3 пс7 н5 5

пс5 пс6 пс2 пс3b,p b,p

пс1 пс4 пс1 пс7 пс4

μ

μ μ

C

C C

C C C C C
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C C C C C CC C CR C C C C C C Q s
C C C C
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( )

( )( )
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пc пc
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2
2 2 пс2 пс3 пс5 пс62пс7
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пс2 пс3 пс5 пс6 пс2 пс3b,p b,p
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пс4 пс7 н 0 пс15
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ω
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ω
μ
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C
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C C C C C C C C
C C Q s r R C
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+ − − −+ + +  

( )
пc

5
пс4 пс75

5 пс6 b,pμ C

C C Q
C

 

2 6,n =  схема на рис. 7 

( ) ( )
( )

( ) ( )

у пр2 пр3 2 2
н н н2 26

0 пр2 пр2 0 пр3 пр306 BPпр  p
нBPпр  p 2 26 4 2 5 3
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1 1ω ω ω
ω ωω μ
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L C L Cr
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− −
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где 
( ) ( ) ( )6

пр1 пр2 пр3 пр4 пр1 пр2 пр3 пр4BPпр  pμ ;С С С С С С С С= + + +  
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1
ω μ
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Продолжение табл. 4 
Continuation of the tab. 4 

( )
пр3 пр4 пр2 пр4 пр2 пр3 пр1 пр4 пр1 пр3 пр1 пр2 пр2 пр3

пр2 4 6
пр1 пр2 пр1 пр3 пр1 пр4 пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр4 пр2 пр30 BPпр  p

1 ;
ω μ

С С С С С С С С С С С С L L
L L L L L L L L L L L L rRL L

+ + + + + + + 
Γ = + + + + + +  

 
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пр1 пр2 пр3 пр4

пр0 6 6
0 пр1 пр2 пр3 пр4 BPпр  p

;
ω μ

L L L L
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( ) ( )
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ω μ
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( )
пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр3 пр4 пр2 пр4 пр2 пр3

пр3 3 6
пр1 пр2 пр3 пр2 пр3 пр40 BPпр p

1 1 1 ;
ω μ

С С С С С С С С С С С С
R L L L r L L L
 + + + + + +   
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1
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2 6,n =  схема на рис. 8 
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L L L L L L rR L L
С

+ + + + + +Γ = + + +


+ + + + + 


 

( )
пс3 пс4 пс2 пс4 пс2 пс3 пс1 пс4 пс1 пс3 пс1 пс2 пс2 пс3

пс2 4 6
пс1 пс2 пс1 пс3 пс1 пс4 пс2 пс3 пс2 пс4 пс3 пс4 пс2 пс30 BPпс p

1 ;
ω μ

L L L L L L L L L L L L С СrR
С С С С С С С С С С С С С С

+ + + + + + + Γ = + + + + + + 
 

 

( )
пс1 пс2 пс3 пс4

пс0 6 6
0 пс1 пс2 пс3 пс4 BPпс p

;
ω μ

С С С С
С С С С

+ + +
Γ =  

( ) ( )
( )

пс2 пс3 пс2 пс4 пс3 пс4 пс1 пс2 пс1 пс3 пс2 пс3
пс5 6

0 BPпс p
;

ω μ

r L L L L L L R L L L L L L+ + + + +
Γ =  

( )
пс2 пс3 пс1 пс3 пс1 пс2 пс3 пс4 пс2 пс4 пс2 пс3

пс3 3 6
пс1 пс2 пс3 пс2 пс3 пс40 BPпс p

1 ;
ω μ

L L L L L L L L L L L LR r
С С С С С С

 + + + + + +   Γ = + + + + +    
    

 

( )
пс1 пс2 пс3 пс2 пс3 пс4

пс1 5 6
пс1 пс2 пс3 пс2 пс3 пс40 BPпс p

1
ω μ

С С С С С СR r
С С С С С С
+ + + + Γ = + 

 
 

2 10,n =  схема на рис. 7 

( ) ( )
( )

( ) ( )

у пр2 пр3 пр5 пр6 2 2 2 2
н н н н н2 2 2 210

0 пр2 пр2 0 пр3 пр3 0 пр5 пр5 0 пр6 пр60 BPпр p10
BPпр p н 2 210 8 6 4 2 9 7 5 3

н пр8 н пр6 н пр4 н пр2 н пр0 пр9 н пр7 н пр5 н пр3 н пр1 н

1 1 1 1ω ω ω ω ω
ω ω ω ωω μ

ω ,
ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

K C C C C

L C L C L C L Cr
H

Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε

− − − −

=
− + − + − + − + − +

 

где 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
10

BPпр p пр1 пр2 пр3 пр4 пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7

пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр5 пр6 пр7

μ
;

С С С С С С С С С С С С С С
С С С С С С С С С

 = + + + + + + 
+ + +

 

( )
пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2

пр8 пр5 пр6 пр72 10
пр1 пр2 пр30 BPпр p

пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6 пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр4
пр1 пр2 пр3

пр5 пр6 пр7 пр1

1
ω μ

С С С С С С
С С С

L L L
С С С С С С С С С С С С

С С С
L L L L

Ε
 + + + 

= + + +   
+ + + + +  

+ + + + +    
  
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Продолжение табл. 4 
Continuation of the tab. 4 

( )пр1 пр3 пр1 пр4 пр3 пр4 пр1 пр2 пр1 пр4 пр2 пр4
пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7

пр2 пр3

пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7 пр4 пр6 пр4 пр7 пр6 пр7 пр4 пр5 пр4 пр7 пр5 пр7

пр4 пр5 пр6

пр4 пр5

С С С С С С С С С С С С
С С С С С С

L L
С С С С С С С С С С С С С С С С С С

L L L
С С

+ + + + 
+ + + + +


+ + + + + +

+ + + +


+ ( )

( )( ) ( )
( )

пр4 пр6 пр5 пр6
пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3

пр7

пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр4 пр5 пр6 пр2 пр3 пр5 пр6
2 10
0 BPпр p

;
ω μ

С С С С
С С С С С С

L
С С С С С С С С С С С С

rR

+ + 
+ + +  

+ + + + +
+

 

( )
пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6

пр6 4 10
пр1 пр2 пр3 пр5 пр6 пр70 BPпр p

пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр4 пр1 пр3 пр1 пр4 пр3 пр4 пр1 пр2 пр1 пр4

пр1 пр2

1
ω μ

С С С С С С С С С С С С
L L L L L L

С С С С С С С С С С С С С С С С С
L L

Ε
 + + +  

= + + + + +      
+ + + + + +

+ + + пр2 пр4

пр3

пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6

пр4 пр5 пр6 пр7

пр3 пр4 пр2 пр4 пр2 пр3 пр1 пр4 пр1 пр3 пр1 пр

пр1 пр2 пр1 пр3 пр1 пр4 пр2 пр3 пр2 пр4

С
L

С С С С С С С С С С С С
L L L L

С С С С С С С С С С С С
L L L L L L L L L L


+


+ + + + + 

+ + + +  
 

+ + + + + +
+ + + + + + ( )

( )

2
пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7

пр3 пр4

пр4 пр7 пр4 пр6 пр4 пр5
пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3

пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7

пр1 пр2 пр3 пр5 пр6 пр7
пр5 пр6 пр7

пр1 пр2 пр3 пр5 пр6 пр7

С С С С С С
L L

С С С С С С
С С С С С С

L L L L L L
L L L L L L

С С С С
L L L L L L

 
+ + +  

 
+ + + 

+ + + + + +  
 

+ + + +
+ +

( ) ( ) ( )

пр1 пр2 пр3

пр3 пр4 пр2 пр4 пр5 пр6 пр4 пр6 пр4 пр5
пр5 пр6 пр2 пр34 10

пр2 пр3 пр4 пр5 пр60 BPпр p

пр2 пр3 пр5 пр6
пр5 пр6 пр2 пр3

пр2 пр3 пр5 пр6

1
ω μ

;

С С

С С С С С С С С С С
С С С С

L L L L LrR
L L L L

С С С С
L L L L


+


 + + + + +   
+ + + + + + + +         

+ + 
+ + 


 

( )
пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6 пр4 пр7

пр4 6 10
пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр4 пр6 пр4 пр7 пр5 пр60 BPпр p

пр4 пр6 пр4 пр5 пр2 пр3

пр5 пр7 пр6 пр7 пр1

1
ω μ

С С С С С С С С С С С С С С
L L L L L L L L L L L

С С С С С С
L L L L L

Ε
 + + + + + + + 

= + + + + + +   
+ + 

+ + +


пр1 пр3 пр1 пр2 пр5 пр6 пр7 пр3 пр4 пр2 пр4

пр2 пр3 пр5 пр6 пр7 пр1 пр2 пр1 пр3

пр1 пр4 пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6 пр1 пр2 пр3

пр2 пр3 пр5 пр6 пр7 пр1 пр2 пр3

С С С С L L L С С С С
L L L L L L L L L

С С С С С С С С L L L С
L L L L L L L L

+ + + +  
+ + + + +    

  
+ + + + + + 

+ + + +  
 

( ) ( )

( )

пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6

пр5 пр6 пр7

пр1 пр2 пр3 пр4 пр4 пр5 пр6 пр7
пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7 пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3

пр1 пр2 пр3 пр4 пр4 пр5 пр6 пр7

пр2 пр3
6 10
0 BPпр p

1
ω μ

С С С С С
L L L

L L L L L L L L
С С С С С С С С С С С С

L L L L L L L L
L L

rR

 
+ + +  

 
+ + + + + + 

+ + + + + + +


+
+

( ) ( )

пр5 пр6 пр5 пр6 пр3 пр4 пр2 пр4

пр2 пр3 пр6 пр5 пр5 пр6 пр2 пр3

пр2 пр3 пр4 пр4 пр5 пр6
пр5 пр6 пр2 пр3

пр2 пр3 пр4 пр4 пр5 пр6
;

С С L L С С С С
L L L L L L L L

L L L L L L
С С С С

L L L L L L

 + + +   
+ + + +           

+ + + + 
+ + + + 


 

( )
пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр4 пр5 пр6 пр7

пр2 8 10
пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр70 BPпр p

пр1 пр2 пр3 пр4 пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6

пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр7

пр3

1
ω μ

С С С С С С L L L L
L L L L L L L

L L L L С С С С С С
L L L L L L L

С С

Ε
 + + + + + + 

= + + +   
+ + + + + + 

+ + + +  
 

+
+

( )( ) ( )

пр4 пр2 пр4 пр1 пр4 пр5 пр6 пр7 пр1 пр2 пр3 пр7 пр6 пр5

пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр5 пр6 пр7 пр1 пр2 пр3 пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7

пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр4 пр5 пр6
8
0ω

С С С С L L L L L L С С С
L L L L L L L L L L L L L L L L L L

L L L L L L L L

 + + + + + + 
+ + + + + +        

+ + + + +
+ ( )10

пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 BPпр p
;

μrRL L L L L

 

 



Расчет полосно-пропускающих фильтров с фиксированными частотами бесконечного затухания 
Calculation of Band-Pass Filters with Fixed Frequencies of Infinite Attenuation 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 23–40 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4. С. 23–40 

37 

 
 

Окончание табл. 4 
Ending of the tab. 4 

 

( )( ) ( )
( )

пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр7 пр4 пр5 пр6 пр7
пр0 10 10

0 пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр7 BPпр p
;

ω μ

L L L L L L L L L L L

L L L L L L L
Ε

+ + + + + + + +
=  

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

10
пр9 пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр4 пр5 пр4 пр6 пр5 пр6 пр1 пр2 пр3 пр5 пр6 0 BPпр p

10
пр2 пр3 пр2 пр4 пр3 пр4 пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр7 пр2 пр3 пр5 пр6 пр7 0 BPпр p

ω μ

ω μ ;

С С С С С С С С С С С С С С С С С R

С С С С С С С С С С С С С С С С С r

Ε  =  + + + + + +  +  
 +  + + + + + +    

 

( ) ( )

( )

пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2
пр7 пр4 пр5 пр4 пр6 пр5 пр63 10

пр1 пр2 пр30 BPпр p

пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр5 пр6 пр4 пр6 пр4 пр5
пр5 пр6

пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6

1
ω μ

С С С С С С
С С С С С С

L L LR
С С С С С С С С С С С С

С С
L L L L L L

Ε
 + + + 

= + + + + +   
+ + +  

+ + + + + + +   
  

( )

( ) ( )

пр5 пр6
пр1 пр2 пр1 пр3 пр2 пр3 пр1 пр2 пр3

пр5 пр6

пр3 пр4 пр2 пр4 пр2 пр3
пр5 пр6 пр5 пр7 пр6 пр73 10

пр2 пр3 пр40 BPпр p

пр4 пр6 пр4 пр7 пр6 пр7 пр4

пр5

1
ω μ

L L
С С С С С С С С С

L L
С С С С С С

С С С С С С
L L Lr

С С С С С С С С
L


× 


+ 
× + + + +


 + + + 

+ + + + + +   
+ +

+ + ( )пр5 пр4 пр7 пр5 пр7 пр4 пр5 пр4 пр6 пр5 пр6
пр2 пр3

пр6 пр7

пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6 пр2 пр3
пр2 пр3 пр5 пр6 пр7

пр5 пр6 пр7 пр2 пр3
;

С С С С С С С С С С
С С

L L
С С С С С С L L

С С С С С
L L L L L

+ + + + 
+ + +  

 
+ + + + 

+ + + +      

 

( )
пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр5 пр6 пр4 пр6 пр4 пр5

пр5 5 10
пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр60 BPпр p

пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр5 пр6 пр3 пр4
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1
ω μ

С С С С С С С С С С С С
L L L L L LR

С С С С С С L L С С
L L L L L L

Ε
 + + + + + +  

= + + + + +      
+ + 

+ + + +  
 

( )

( )
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пр5 пр6

пр2 пр1 пр3 пр2 пр3

пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6
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пр3 пр4 пр2 пр4 пр2
5 10

пр2 пр30 BPпр p

1
ω μ

С С С С
С С

L L L L L
L L L L L L

С С С С С С С С
L L L L L L

С С С С С С
L Lr

+ + 
+ + + +  

 
+ + + + 

+ + + + +


+ + +
+ + +

( )

пр3 пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6

пр4 пр5 пр6 пр7

пр2 пр3 пр6 пр7 пр5 пр7 пр5 пр6 пр2 пр3 пр4
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пр2 пр3 пр5 пр6 пр7 пр2 пр3 пр4

пр5 пр6 п

С С С С С С
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L L С С С С С С L L L
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L L L
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+ +
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;

С С С С С С
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+ + + 
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( )
пр2 пр3 пр1 пр3 пр1 пр2 пр4 пр5 пр6 пр5 пр6

пр3 7 10
пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр1 пр2 пр30 BPпр p

пр1 пр2 пр3 пр5 пр6 пр4 пр6 пр4 пр5 п

пр1 пр2 пр3 пр4 пр5 пр6

1
ω μ

С С С С С С L L L С С
L L L L L L L L LR

L L L С С С С С С С
L L L L L L

Ε
 + + + + + + 
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( )
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7 10

пр2 пр3 пр4 пр5 пр6 пр7 пр2 пр3 пр40 BPпр  p
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п

1
ω μ

С С L L
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С С С С С С L L L L L L
L L L L L L L L Lr

С С
L

+ 
+ + +     
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+ + + + ×   
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С С С С С С L L С С С
L L L L L L L L L L L L L

+ + + +   
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( ) ( )( )
( )
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пр1 9 10
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9 10
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Приняв 200 Ом,r R= =  получим 

у 2.011513K =  и значения емкостей (см. табл. 5, 
емкости, результаты расчета). Для проверки 
решения рассчитаем 

кэ 1к 2кэ
у

0кэ
2.011513.эK a a r RK

b R
+

= =  

Значения индуктивностей (табл. 5) получим 
из известных формул Томсона с учетом соот-
ношений 

( ) ( )
( ) ( )

0.5 0.5
пр2 пр3 пр3 пр2

0.5 0.5
пр5 пр6 пр6 пр5 0ω .

L C L C

L C L C

− −

− −
= =

= = =
 

Перейдем к стандартным значениям емко-
стей и скорректируем значения индуктивно-
стей. Результаты представлены в табл. 5. 

АЧХ КППФ со стандартными значениями 
емкостей и скорректированными значениями 
индуктивностей представлена на рис. 9. Для 

перехода от нормированных частот нω  к ненор-
мированным ω необходимо числитель и знамена-

тель функции ( ) ( )10
нBPпр p ωH  умножить на 10

0ω .  

В приведенном примере пятый параллель-
ный контур с элементами пр5,L  пр5C  настроен 

на частоту 5
фкс2 пр5 пр5ω 1 1.1 10  рад с,L C= = ⋅  

шестой контур с элементами пр6,L  пр6C  – на 

частоту 5
фкс1 пр6 пр6ω 1 0.9 10  рад с.L C= = ⋅  

В соответствии с замечанием, сделанным ранее, 
элементы и резонансные частоты контуров могут 
быть изменены на противоположные. Это не 
противоречит условию [15], что в обоих случаях 
частотная зависимость сопротивления двухпо-
люсника между узлами 3, 5 (схема на рис. 7) 

( )

( ) ( )
35

3
пр5 пр6 пр5 пр6 пр5 пр6

35

ω
ω ω

,

Z
L L L L С С

D

=
+ − +

=
 

где 
4

35 пр5 пр5 пр6 пр6 ωD L С L С= −  

( ) 2
пр5 пр5 пр6 пр6 ω 1,L С L С− + +  

имеет вид, представленный на рис. 10, где по 
оси ординат отложены значения сопротивления 
двухполюсника при первом ( )35ст1Z  и втором 

( )35ст 2Z  вариантах настройки контуров со 

стандартными значениями емкостей пр5,C  

пр6C  и скорректированными значениями ин-

Емкость, нФ Индуктивность, мкГн 

Обозна-
чение 

Резуль-
таты 

расчета 

Стан-
дартное 
значе-

ние 

Обозна-
чение 

Резуль-
таты 

расчета 

Скоррек-
тирован-

ное 
значение 

пр1C  421.5 430 пр1L  239.6 234.9 

пр2C  533.8 510 пр2L  162.5 172.4 

пр3C  611.3 620 пр3L  189.2 186.0 

пр4C  869.4 910 пр4L  116.2 111.0 

пр5C  174.1 180 пр5L  474.6 459.1 

пр6C  212.8 220 пр6L  580.2 561.2 

пр7C  553.1 560 пр7L  182.6 180.4 
 

Табл. 5. Параметры элементов КППФ, полученные 
в примере 2 

Tab. 5. Parameters of quasi-elliptic bandpass filter elements 
obtained in the example 2 

 

Рис. 9. АЧХ КППФ 10-го порядка  
со стандартными значениями емкостей 

Fig. 9. Amplitude-frequency response of a 10th order quasi-
elliptical band-pass filter with standard capacitance values 
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Рис. 10. Частотная зависимость сопротивления 
двухполюсника Z35 (схема на рис. 7)  

при двух вариантах настройки контуров 
Fig. 10. Frequency dependence of the resistance of a two-

terminal network Z35 (diagram Fig. 7) with two options 
for setting the circuits 
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дуктивностей пр5,L  пр6L  (табл. 5). 
Заключение. Как следует из формулы для 

определения частот бесконечного затухания 
ППФ, при выбранных значениях частоты среза 
ФНЧ-прототипа и добротности полосового 
фильтра произвольно можно выбрать только 
одну частоту бесконечного затухания. Пред-
ставленная методика позволяет за счет приме-
нения метода, основанного на решении систем 
нелинейных уравнений, непосредственно рас-
считать параметры ППФ с требуемыми часто-
тами бесконечного затухания. При переходе к 
П-образной схеме ППФ емкости НЧ ,iC  1,i =  4, 
7, … в поперечных ветвях ФНЧ преобразуются 
в параллельные контуры с параметрами пр ,iL  

пр ,iC  а каждый параллельный контур НЧ ,kL  

( )НЧ 1 ,kC +  2,k =  5, 8, … продольной ветви – в 
два последовательно включенных параллель-
ных контура с параметрами пр ,kL  прkC  и 

( )пр 1 ,kL +  ( )пр 1 ,kC +  настроенных на подавляе-

мые частоты. С помощью подстановок: 

НЧ пр ;i iС С Q→

 ( )
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НЧ 22

0 пр пр 1

;
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k k
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ПФ ФНЧ преобразуется к виду, позволяющему 
непосредственно рассчитать параметры ППФ без 
предварительного расчета и последующего пре-
образования параметров ФНЧ. При переходе к 
ППФ от Т-образной схемы ФНЧ индуктивности 

НЧ ,lL  1,l =  4, 7, … в продольных ветвях заменя-
ются последовательными контурами с элементами 

пс ,lL  пс ,lC  а последовательные контуры НЧ ,mL  

( )НЧ 1 ,mC +  2,m =  5, 8, … в поперечных ветвях 
заменяются двумя параллельно включенными 
последовательными контурами с элементами 

пс ,mL  псmC  и ( )пс 1 ,mL +  ( )пс 1 .mC +  Для расчета 
элементов Т-образного ППФ использованы 
подстановки: 
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Математическая модель антенно-волноводного тракта  
с разделением сигналов по частоте–поляризации 
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Аннотация 
Введение. В настоящее время одной из проблем разработки антенных-фидерных устройств для систем спутни-
ковой связи (ССС) является создание антенно-волноводных трактов многодиапазонных зеркальных антенн 
(АВТ МЗА), предполагающее построение адекватной математической модели АВТ МЗА без реализации и с 
реализацией функции автосопровождения, построенного на основе способа "разделение по частоте – разделе-
ние по поляризации". Однако существующие математические модели разработаны только для конкретных ти-
пов АВТ МЗА, что делает невозможным их использование при разработке новых АВТ МЗА. Предлагаемая 
модель может применяться при произвольном числе совмещаемых диапазонов частот и видах поляризации. 
Цель работы. Разработка математической модели АВТ МЗА ССС без реализации и с реализацией функции 
автосопровождения, построенной на основе способа "разделение по частоте – разделение по поляризации". 
Материалы и методы. Рассматриваемая математическая модель предполагает описание АВТ МЗА с ис-
пользованием блочных матриц. Каждая из этих матриц описывает комплексные амплитуды сигналов, возни-
кающих в каждом из устройств АВТ МЗА. Это, в свою очередь, позволяет проанализировать влияние пара-
метров каждого из устройств на характеристики АВТ МЗА ССС в целом при произвольном числе совмеща-
емых диапазонов частот и видах поляризации. 
Результаты. Предложены два варианта построения АВТ МЗА ССС. Первый вариант может быть использо-
ван в ССС с программным сопровождением, второй вариант – с реализацией моноимпульсного метода со-
провождения. Для построения модели АВТ МЗА предложено использовать матричное описание его характе-
ристик, что позволяет в широких пределах варьировать структуру рассматриваемого АВТ МЗА. 
Заключение. Разработанная математическая модель позволяет описать характеристики каждого из устройств 
в составе АВТ МЗА с использованием некоторого многополюсника. Использование предложенной модели 
открывает широкие возможности на каждом этапе разработки, производства и отладки контролировать как 
характеристики каждого из устройств в составе АВТ МЗА, так и коэффициент передачи и поляризационную 
развязку в каждом частотном диапазоне всего АВТ МЗА в целом. Представленные зависимости дают воз-
можность оценить взаимосвязь между допусками на параметры устройств и пределами изменения характе-
ристик АВТ МЗА. 

Ключевые слова: антенно-волноводный тракт, многодиапазонная зеркальная антенна, ответвитель моды 21Н , 
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Abstract 
Introduction. The creation of antenna-waveguide paths of multi-band mirror antennas (AWP MMA) is a significant 
task in the development of antenna-feeder devices for satellite communication systems (SSS). This task involves the 
construction of an adequate mathematical model of AWP MMA both without and with the implementation of an 
auto-tracking function built using the "frequency separation – polarization separation" method. However, the exist-
ing mathematical models have been developed only for specific AWP MMA types, thus making them unsuitable for 
the development of new AWP MMA. The model proposed in this paper can be used for an arbitrary number of com-
bined frequency ranges and types of polarization. 
Aim. Development of a mathematical model of the AWP MMA of SSS both without and with the implementation of an 
auto-tracking function built using the "frequency separation – polarization separation" method. 
Materials and methods. The mathematical model under consideration assumes a description of the AWP MMA us-
ing block matrices. Each of these matrices describes the complex amplitudes of signals arising in each of the AWP 
MMA devices. This, in turn, makes it possible to analyze the influence of the parameters of each device on the char-
acteristics of the AWP MMA of SSS as a whole with an arbitrary number of combined frequency ranges and types 
of polarization. 
Results. Two options for the construction of AWP MMA of SSS are proposed. The first option can be used in commu-
nication system antennas with software support, while the second option is applicable when a monopulse tracking 
method is implemented. To construct an AWP MMA model, it is proposed to use a matrix description of the character-
istics of AWP MMA devices. This allows the structure of the considered AWP MMA to be varied within a wide range. 
Conclusion. The developed mathematical model makes it possible to describe the characteristics of each of the de-
vices in the AWP MMA system using a certain multipole. The proposed model provides ample opportunities for 
controlling, at the stages of development, production and debugging, not only the characteristics of each device in 
the AWP MMA, but also the transmission coefficient and polarization isolation in each frequency range of the entire 
AWP MMA. The presented dependencies can be used to assess the relationship between parameter tolerances and 
the limits of changes in the characteristics of the motor vehicle. 
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Введение. Антенно-волноводные тракты 
(АВТ) находят широкое применение в качестве 
первичного устройства приема и передачи сиг-
налов в различных радиотехнических системах 

и рассмотрены достаточно подробно [1–11]. 
Однако разработка и использование антенно-
волноводных трактов многодиапазонных зер-
кальных антенн (АВТ МЗА) в системах спут-
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никовой связи (ССС) имеет определенные осо-
бенности. Основными задачами, реализуемыми 
с использованием АВТ МЗА, являются частот-
но-поляризационное разделение принимаемых 
сигналов и выделение сигналов для автосопро-
вождения источников радиоизлучения (спутни-
ков-ретрансляторов) в ССС. Параметры АВТ 
МЗА (коэффициент стоячей волны по напряже-
нию на входе и выходе; потери; поляризацион-
ные развязки в рабочих диапазонах частот) 
определяют шумовую добротность антенны и, 
соответственно, вероятностно-временные ха-
рактеристики систем связи и передачи данных. 
Расчет АВТ МЗА является сложной вычисли-
тельной задачей даже с использованием боль-
шинства современных вычислительных средств. 
Кроме того, разработку и анализ характеристик 
АВТ МЗА проще проводить на основе извест-
ных характеристик отдельных устройств, вхо-
дящих в состав АВТ МЗА. Последнее может 
быть реализовано только с использованием ма-
тематической модели, описывающей АВТ МЗА 
как соединение многополюсников, характери-
стики которых могут быть определены теорети-
чески или экспериментально. 

Антенно-волноводные тракты МЗА ССС 
являются многоканальными системами. Иссле-
дование характеристик АВТ в каждом из сов-
мещаемых диапазонов МЗА возможно на осно-

ве матричного описания, являющегося наибо-
лее удобным при рассмотрении многоканаль-
ной системы [12]. Однако разработанные в 
настоящее время существующие математиче-
ские модели АВТ МЗА определяют характери-
стики только конкретных типов АВТ МЗА, что 
делает невозможным их использование при 
разработке новых АВТ МЗА. 

Целью настоящей статьи является разработка 
математической модели АВТ МЗА ССС без реа-
лизации и с реализацией функции автосопровож-
дения, построенной на основе способа "разделе-
ние по частоте–разделение по поляризации". 

Математическая модель АВТ МЗА без 
реализации функции автосопровождения. 
Рассмотрим на первом этапе АВТ  
J-диапазонной МЗА приема сигналов ССС без 
режима автосопровождения, обеспечивающую 
прием и обработку сигналов на основе способа 
частотно-поляризационного разделения сигна-
лов. Структурная схема такого АВТ МЗА приве-
дена на рис. 1 [13]. 

В каждом из частотных диплексеров вход-
ная совокупность сигналов делится на две со-
ставляющие: 

– сигнал, проходящий на устройство поля-
ризационного преобразования и селекции ("ос-
новной канал") и далее на соответствующий 
данному частотному диапазону выход АВТ; 

– сигналы более высоких диапазонов ча-

 

Рис. 1. Структурная схема АВТ МЗА на основе способа "разделение по частоте – по поляризации" 
Fig. 1. Structural diagram of AWP MMA based on the method "frequency separation – polarization separation" 
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стот, проходящие на диплексеры более высоких 
частотных диапазонов ("проходной канал"). 

Для рассматриваемой структуры АВТ сиг-
нал на первом выходе (основном канале) ди-
плексера первого (низкочастотного) диапазона 
может быть представлен в виде 

 (осн) (1)
11 (1) ,V B A U= ⋅ ⋅   (1) 

где ( )(осн) (1) (2) ( )
1 ... ;Т JV V V V=  Т – знак 

операции транспонирования;  матрица 1B  опи-
сывает преобразование сигналов в устройстве 
поляризационного преобразования и селекции 

первого частотного диапазона; индексы (1)
(1)  пе-

ред матрицей A соответствуют первому частот-
ному диапазону (верхний индекс) и основному 
каналу первого диплексера (нижний индекс); 

( )(1) (2) ( )... .Т JU U U U=  

В (1) элементы (1) (2) ( ), , ... , JU U U имеют 
блочную структуру размерности ( )1 1Q + ×   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 1 ... ,

Т j j jj
QU U U U=  (2) 

в которой блок ( )j
qU , в свою очередь, имеет вид 

( ) ( )( ) ( )( )
,1 ,2

Т j jj
q q qU u u=  и описывает основную 

( )0q =  и высшие ( )1, ...,q Q=  моды волн, соот-

ветствующие данному сигналу; элемент ( )
,
j

q ku  

определяет комплексную амплитуду q-й моды в 
j-м диапазоне частот, соответствующей k-му 
элементу поляризационного базиса ( )1, 2 .k =  

Структура матрицы ( )
( )1
1 A  определяется сле-

дующим выражением: 

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )

1 (1,1) 1 (1,2) 1 (1, )
1 1 1

1 (2,1) 1 (2,2) 1 (2, )
1 1 1 1
1

1 ( ,1) 1 ( ,2) 1 ( , )
1 1 1

...

...

...
,...

... ... ... ...
...
...

J

J

J J J J

A A A

A A AA

A A A

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

(3) 

а каждый блок (1) ( , )
(1)

j rA  ( 1, ..., ;j J= 1, ...,r J= ) 

имеет вид 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )( )( , ) ( , ) ( , )1 ( , ) 1 1 1

0 11 1 1 1

(1) , (1) ,
,1,1 ,1,2(1) (1)(1) ( , )

(1) (1) , (1) ,
,2,1 ,2,2(1) (1)

... ;

.

j r j r j rj r
Q

j r j r
q qj r

q j r j r
q q

A A A A

a a
A

a a

=

 
 =  
 
 

(4) 

Элемент матрицы (1) ,
(1) , ,

j r
q p ka  определяет 

вклад p-го элемента поляризационного базиса 
q-й моды сигнала на входе АВТ в r-м диапазоне 
частот в сигнал k-й составляющей поляризаци-
онного базиса q-й моды сигнала на выходе 
МЗА в j-м диапазоне частот сигнала 
( , 1, , ;j r J=  , 1, ..., 2;p k = )1, ..., .q Q=  При 

j r=  и p k=  коэффициент (1) ,
(1) , ,

j r
q p ka  является 

коэффициентом передачи АВТ для сигнала j-го 
частотного диапазона p-го элемента поляриза-
ционного базиса, а при p k≠  определяет поля-
ризационную развязку сигналов q-й моды од-
ного диапазона частот. В свою очередь, при 

j r≠  и p k=  коэффициент (1) ,
(1) , ,

j r
q p ka  определя-

ет частотную развязку q-й моды сигналов од-
ной поляризации в АВТ. 

С достаточной для практического примене-
ния точностью можно считать, что на основной 
выход частотного диплексера первого диапазо-
на сигналы 2… J-го диапазонов частот не про-

ходят. С учетом этого матрицу (1)
(1) A  можно 

представить в виде [14]: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1) (1) (1)(1,1) (1,2) (1, )
(1) (1) (1)

(1)
(1)

...

...

...0 0 0 ,...
... ... ... ...

...0 0 0

...

JA A A

A

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

(5) 

где 0 – блоки соответствующей размерности, 
элементы которых равны нулю. 

На второй выход (проходной канал) частот-
ного диплексера первого диапазона проходят 
сигналы 2… J-го диапазонов частот. Указанные 
сигналы могут быть представлены с  

использованием матрицы (1)
(2) A  соотношением, 

аналогичным (1): 
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 (прох) (1)
1 (2) .V A U= ⋅   (6) 

Индексы (1)
(2)  перед матрицей A  соответ-

ствуют первому, как и в (1), частотному диапа-
зону (верхний индекс) и проходному каналу 
первого диплексера (нижний индекс). 

Матрица (1)
(2) A  имеет вид 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(1) (1) (1)(2,1) (2,2) (2, )(1) (2) (2) (2)
(2)

(1) (1) (1)( ,1) ( ,2) ( , )
(2) (2) (2)

...0 0 0...

...
....

... ... ... ...
...
...

J

J J J J

A A AA

A A A

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

(7) 

Элементы (1) ( , )
(2)

j rA  по своей структуре и 

размерности совпадают с элементами (1) ( , )
(1) .j rA  

С учетом представления сигнала на втором 
выходе частотного диплексера первого частот-
ного диапазона соотношениями (6) и (7) сигнал 
на выходе АВТ для второго диапазона частот 
может быть представлен в виде 

 (осн) (2) (1)
22 (1) (2) ,V B A A U= ⋅ ⋅ ⋅  (8) 

где 2B  – матрица, описывающая преобразова-
ние сигналов в устройстве поляризационного 
преобразования и селекции второго частотного 

диапазона; индексы (2)
(1)  перед матрицей A соот-

ветствуют второму частотному диапазону 
(верхний индекс) и основному каналу второго 
диплексера (нижний индекс). 

Матрица (2)
(1) A  определяется следующим 

образом: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(2) (2)(2,2) (2, )(2) (1) (1)
(1)

...0 0 0...

...0 ....
... ... ... ...

...0 0 0...

JA AA

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

 (9) 

Элементы матрицы имеют аналогичную 
структуру и физическую трактовку, как и в 

матрице (1)
(1) A  из (5). 

Сигнал (J – 1)-го диапазона частот на выхо-
де основного канала МЗА с учетом изложенно-
го материала может быть представлен соотно-
шением 

 (осн) ( 1) ( 2) (1)
11 (1) (2) (2) ,J J

JJV B A A A U− −
−− = ⋅ ⋅ ⋅   (10) 

где входящие в (10) матрицы определяются 
следующим образом: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( , ) ( , )
(1) (1)(1)

0 0 0 0 0
... ... ... ... ...

0 ... ... ,

... ... ... ... ...
0 0 0 0 0

1;

j jj j j j JA AA

j J

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

≤ −

 (11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( , ) ( , )( ) (1) (1)(2)

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )
(1) (1) (1)

0 0 0 0 0
... ... ... ... ...
0 ... ... ,
... ... ... ... ...
0 0

1.

j jj j j Jj

j j jJ j J j J j

A AA

A A A

j J

 
 
 
 =  
 
 
 
 

≤ −

(12) 

Для J-го диапазона частот выходной сигнал 
МЗА с учетом структуры построения АВТ 
определяется выражением 

 (осн) ( 1) ( 2) (1)
(2) (2) (2) .J J

JJV B A A A U− −= ⋅ ⋅ ⋅   (13) 

С основного выхода частотного диплексера 
каждого из 1, ..., (J – 1)-го частотного диапазо-
нов (за исключением J-го, самого высокого из 
совмещаемых диапазонов частот) на устрой-
ство поляризационного преобразования и се-
лекции поступают только сигналы одного диа-
пазона частот. Это позволяет обеспечить одно-
модовый режим распространения волн в 
устройстве поляризационного преобразования 
и селекции [15]. В то же время и на второй вы-
ход (J – 1)-го частотного диплексера проходит 
только сигнал J-го диапазона частот. 

С учетом одномодового режима распро-
странения матрица ,jB  описывающая устрой-
ство поляризационного преобразования и се-
лекции в каждом диапазоне частот, имеет вид 
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( ) ( )
1,1 1,2
( ) ( )
2,1 2,2
( ) ( )
3,1 3,2
( ) ( )
4,1 4,2

,

j j

j j

j j j

j j
j

b b

b b
B

b b

b b

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

 (14) 

где ( )
,
j

p kb  – определяет вклад сигнала p-го эле-

мента поляризационного базиса на входе 
устройства поляризационного преобразования 
и селекции в сигнал k-й составляющей поляри-
зационного базиса в j-м диапазоне частот. 

Приведенные соотношения (1)–(14) позво-
ляют определить такие характеристики АВТ, 
как коэффициент полезного действия, коэффи-
циент передачи, с использованием которых мо-
гут быть найдены отношение сигнал/шум и 
коэффициент поляризационной развязки в каж-
дом из частотных диапазонов. 

Математическая модель АВТ МЗА с реа-
лизацией функции автосопровождения. Пе-
рейдем к рассмотрению АВТ J-диапазонной 
МЗА приема сигналов ССС, обеспечивающей 
режим автосопровождения и обработку сигна-
лов на основе способа разделения сигналов по 
частоте-поляризации. Режим автосопровожде-
ния реализуется путем отбора высшей моды 

21,Н  на основе которой формируется разност-
ная диаграмма направленности (ДН) [15]. 
Структурная схема АВТ трехдиапазонной МЗА 
с режимом автосопровождения приведена на 
рис. 2. 

Отличие построения АВТ МЗА с режимом 
автосопровождения от вышерассмотренного АВТ 
заключается в использовании дополнительных 
устройств, обеспечивающих в каждом из частот-
ных диапазонов выделение основного и высшего 
типов мод принимаемых сигналов. Основная мо-
да, как и в предыдущем случае, используется для 
обработки и выделения передаваемой информа-
ции. Высшая мода в каждом из частотных диапа-
зонов обеспечивает формирование разностного 
сигнала для реализации режима автосопровож-
дения в каждом из диапазонов частот.  

Рассмотрим канал выделения основной мо-
ды (суммарный канал Σ) в каждом из совмеща-
емых частотных диапазонов. Данный канал 

отличается от рассмотренного построения АВТ 
без автосопровождения только наличием ответ-
вителя моды. Для рассматриваемой структуры 
АВТ сигнал на выходе основного (суммарного) 
канала первого (низкочастотного) диапазона 
может быть представлен в виде 

 (осн) (1) (1)
11 (1) (1) ,V B A C U= ⋅ ⋅ ⋅    

где (1)
(1)C  – матрица, описывающая коэффициен-

ты передачи основной моды с выхода облуча-
теля на вход частотного диплексера первого из 

совмещаемых диапазонов частот. Индексы (1)
(1)  

перед матрицей C обозначают: первый частот-
ный диапазон – верхний индекс; выход сум-
марного канала – нижний индекс. 

Выходной сигнал ответвителя, соответ-
ствующий высшей моде принимаемого сигна-
ла, используется для формирования в разност-
ном канале Δ разностной диаграммы направ-
ленности (ДН), может быть записан в виде 

 ( ) (1)
11 (2) ,V D C U∆ = ⋅ ⋅    

где (1)
(2)C  – матрица, описывающая коэффици-

енты передачи высшей моды первого частотно-
го диапазона на вход устройства преобразова-
ния и формирования сигнала ошибки. В дан-
ном случае нижний индекс "2" обозначает вы-
ход ответвителя моды, соответствующего раз-
ностному сигналу. 

Структура матрицы (1)
(1)C  совпадает со 

структурой матрицы (1)
(1) ,A  определяемой соот-

ношениями (3)–(5), а структура матрицы (1)
(2)C  – 

со структурой матрицы (1)
(2) ,A  представленной 

соотношением (7). 
Аналогично сигнал суммарного канала на 

выходе частотного диплексера второго частот-
ного диапазона может быть представлен в виде 

 ( ) (2) (2) (1) (1)
22 (1) (1) (2) (1) ,V B A C A C UΣ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   (15) 

где матрица (2)
(1)C  совпадает по структуре с мат-

рицей (2)
(1) ,A  определяемой соотношением (9). 
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В свою очередь, сигнал разностного канала 
на выходе ответвителя высшей моды второго 
частотного диапазона определяется формулой 

 ( ) (2) (1) (1)
22 (2) (2) (1) .V D C A C U∆ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅    

Сигнал (J – 1)-го диапазона частот на выхо-
де суммарного канала МЗА с учетом изложен-
ного выше материала может быть представлен 
соотношением 

  ( ) ( 1) ( 1) (1) (1)
11 (1) (1) (1) (1) ,J J

JJV B A C A C UΣ − −
−− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   (16) 

а сигнал J-го диапазона частот на выходе сум-
марного канала МЗА в виде 

( ) ( ) ( 1) ( 1) (1) (1)
(1) (2) (1) (2) (1) .J J J

JJV B C A C A C UΣ − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  (17) 

Сигналы разностных каналов (J – 1)-го и  
J-го диапазонов частот могут быть представле-
ны следующими выражениями: 

 

Рис. 2. Структурная схема АВТ трехдиапазонной МЗА с режимом автосопровождения  
Fig. 2. Structural diagram of AWP of a three-range MMA with an auto-tracking mode 

Излучатель 

Частотный  
диплексер 

первого  
диапазона 

Устройства  
поляризационного  

преобразования  
и селекции  

первого диапазона 

Ответвитель  
моды 21H  

первого 
диапазона 

Устройство  
преобразования  
и формирования  
сигнала ошибки 

 
 
 

Канал  
автосопровождения 1  

Правая или левая  
поляризация 

Ответвитель  
моды 21H  

второго 
диапазона 

Частотный  
диплексер 

второго  
диапазона 

Ответвитель  
моды 21H  
третьего 

диапазона 

Устройства  
поляризационного  

преобразования  
и селекции  

второго диапазона 

Устройства  
поляризационного  

преобразования  
и селекции  

третьего диапазона 

Устройство  
преобразования  
и формирования  
сигнала ошибки 

 
 
 

Устройство  
преобразования  
и формирования  
сигнала ошибки 

 
 
 

Канал  
автосопровождения 2 

Канал  
автосопровождения 1 

Канал  
автосопровождения 2 

Канал  
автосопровождения 1 

Канал  
автосопровождения 2 

Левая или правая 
поляризация 

Правая или левая  
поляризация 

Левая или правая 
поляризация 

Правая или левая  
поляризация 

Левая или правая 
поляризация 

Δ 
Правая или левая  

поляризация 

Σ 
Правая или левая  

поляризация 

Δ 
Правая или левая  

поляризация 

Σ 
Правая или левая  

поляризация 

Σ 
Правая или левая  

поляризация 

Δ 
Правая или левая  

поляризация 



Математическая модель антенно-волноводного тракта с разделением сигналов по частоте–поляризации 
Mathematical Model of an Antenna-Waveguide Path with Separation of Signals by Frequency–Polarization 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 41–51 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4, pp. 41–51 

48 

 
( ) ( 1) ( 2)

11 (2) (1)
( 2) (1) (1)

(1) (1) (1) ;

J J
JJ

J

V D C A

C A C U

∆ − −
−−

−

= ⋅ ⋅ ×

× ⋅ ⋅

  

 
( ) ( ) ( 1)

(2) (1)
( 1) (1) (1)

(1) (1) (1) .

J J
JJ

J

V D C A

C A C U

∆ −

−

= ⋅ ⋅ ×

× ⋅ ⋅

  

Матрица jD  совпадает по структуре с мат-

рицей jB  из (14), а коэффициенты ( )
,
j

p kd  опре-

деляют вклад сигнала p-го элемента поляриза-
ционного базиса на входе устройства преобра-
зования и формирования сигнала ошибки в 
сигнал k-й составляющей поляризационного 
базиса в j-м диапазоне частот. 

Необходимо отметить, что многодиапазон-
ный АВТ без режима автосопровождения пред-
ставляет собой частный случай АВТ (рис. 2), 
при исключении ответвителей моды 21H  в 
каждом из частотных диапазонов. Соответ-
ственно, соотношения (15), (16) и (17) в этом 

случае преобразуются в выражения (4), (8), (13) 

при замене матриц ( )
(1)
j C  на соответствующие 

единичные матрицы [14]. 
Апробация модели. Предложенная матема-

тическая модель использовалась для разработ-
ки макета двухдиапазонного АВТ с соотноше-
нием центральных частот 1:6.6. В нижнем диа-
пазоне частот АВТ обеспечивал прием ортого-
нальных круговых и линейных поляризаций в 
полосе частот 21 %; в верхнем диапазоне ча-
стот – прием ортогональных круговых поляри-
заций в полосе часто 16 %. Расчетные и экспе-
риментальные характеристики разработанного 
макета АВТ представлены на рис. 3 и 4. 
Сплошной линией показаны расчетные харак-
теристики, штриховой линией – измеренные 
характеристики.  

Приведенные результаты позволяют сде-
лать вывод, что разработанная модель является 
эффективной при анализе практических схем 
АВТ, и с учетом допусков определить требуе-
мые параметры АВТ. 

 

Рис. 4. Характеристики макета АВТ в верхнем диапазоне частот: а – коэффициент стоячей волны  
по напряжению на выходе; б – суммарные потери в АВТ 

Fig. 4. Characteristics of the AWP layout in the upper frequency range: а – standing wave ratio for output voltage;  
б – total losses in the AWP 
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Рис. 3. Характеристики макета АВТ в нижнем диапазоне частот: а – коэффициент стоячей волны  
по напряжению на выходе; б – суммарные потери в АВТ 

Fig. 3. Characteristics of the AWP layout in the lower frequency range: a – standing wave ratio for output voltage;  
б – total losses in the AWP 
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Заключение. Представлено современное 
состояние подхода к описанию АВТ МЗА ССС 
на основе использования блочных матриц. 
Преимуществом разработанной математиче-
ской модели АВТ МЗА ССС является возмож-
ность определения параметров каждого из 
устройств АВТ и их влияния на характеристи-
ки АВТ МЗА ССС в целом при произвольном 
числе совмещаемых диапазонов частот и видах 
поляризации. Таким образом, в заключение 
можно сделать следующие выводы: 

1. Использование матричного описания ха-
рактеристик АВТ МЗА дало возможность раз-
работать математическую модель, позволяю-
щую исследовать характеристики многока-
нальной системы при произвольных значениях 
параметров каждого из устройств в составе 
АВТ МЗА. Отличием предлагаемой модели 
является описание характеристик каждого из 
устройств в составе АВТ МЗА с использовани-
ем некоторого многополюсника, характеристи-
ки и параметры которого могут быть достаточ-
но просто рассчитаны или измерены. 

2. Разработанная математическая модель 
позволяет рассчитывать характеристики АВТ 
МЗА, в котором первичный отбор сигналов 

происходит по частоте с последующим поляри-
зационным разделением. Приведены аналити-
ческие соотношения, связывающие произволь-
ные значения коэффициента передачи, поляри-
зационную и частотную развязки. Рассмотрен 
вариант использования ответвителя моды как 
возможный вариант реализации АВТ МЗА с 
автосопровождением.  

3. Использование предложенной модели 
позволяет на всех этапах разработки, производ-
ства и отладки прогнозировать характеристики 
АВТ МЗА в целом с учетом полученных харак-
теристик каждого из устройств в его составе. 

4. Разработанная математическая модель 
АВТ МЗА без реализации и с реализацией 
функции автосопровождения, построенная на 
основе способа "разделение по частоте – разде-
ление по поляризации", обуславливает ряд осо-
бенностей приема и передачи сигналов, связан-
ных с исследованием закономерностей, опреде-
ляющих взаимосвязи параметров и характери-
стик АВТ МЗА. Исследование этих закономер-
ностей авторы рассматривают как дальнейшее 
направление исследования АВТ МЗА на основе 
разработанной математической модели, что вы-
ходит за рамки настоящей статьи. 
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Аннотация 
Введение. При получении профиля земной поверхности методом дистанционного зондирования использует-
ся радиолокационный радиовысотомер (РВМ). При этом информационным параметром является зависи-
мость мощности эхосигнала от времени, усредненная по совокупности серии зондирований. В частности, по 
характеристикам профиля мощности оцениваются параметры морской поверхности. Для расчета профиля мощ-
ности при наличии морского волнения требуются сведения о плотности распределения вероятности (ПРВ) 
аппликат морской поверхности. Существующие модели ПРВ аппликат (линейная модель, модель на основе 
усеченных рядов Грама–Шарлье, комбинированная модель) имеют известные недостатки, что приводит к 
ошибкам при оценке параметров морской поверхности по профилю мощности эхосигнала. В результате ак-
туальной является задача поиска моделей ПРВ, обеспечивающих лучшие результаты определения профиля 
мощности. Одной из таких моделей, ранее не применявшихся в рассматриваемой задаче, является нелиней-
ная модель Кримера. 
Цель работы. Апробировать нелинейную модель Кримера для получения оценки ПРВ аппликат морской 
поверхности в задаче моделирования профиля мощности эхосигнала РВМ с учетом однозначной связи меж-
ду статистическими параметрами ПРВ и скоростью ветра. 
Материалы и методы. Для оценки ПРВ аппликат морской поверхности выполнено математическое модели-
рование в среде MatLab двумерной морской поверхности конечных размеров с пространственным спектром 
Эльфохейли для линейной модели и нелинейной модели Кримера. Получена зависимость профиля мощности 
эхосигнала РВМ от времени с учетом скорости ветра над морской поверхностью и параметров РВМ. 
Результаты. Апробация нелинейной модели Кримера для получения оценки ПРВ аппликат морской по-
верхности при моделировании профиля мощности эхосигнала РВМ дала положительный результат. Установ-
лено, что при небольших значениях скорости ветра (до 3 м/c) ПРВ аппликат морской поверхности, получен-
ная по нелинейной модели Кримера, подчиняется гауссовскому закону. При бо́льших скоростях ветра иден-
тифицировать закон распределения не удалось, в связи с чем предложено использовать в качестве оценки 
ПРВ при расчетах выборочные гистограммы. 
Результаты расчета показали, что для нелинейной модели увеличение длительности эхосигнала РВМ с воз-
растанием скорости ветра происходит медленнее, в среднем на 5.47 %, чем для линейной модели. Временной 
сдвиг переднего фронта эхосигнала для нелинейной модели относительно линейной из-за трансформации 
ПРВ может достигать 70 нс, что эквивалентно 10.5 м. 
Заключение. Использование нелинейной модели Кримера в задаче моделирования профиля мощности эхо-
сигнала РВМ при наличии морского волнения обеспечивает однозначную связь между статистическими па-
раметрами ПРВ аппликат морской поверхности и скоростью ветра. Модель рекомендуется к использованию 
при формировании теоретического профиля мощности эхосигнала, используемого в качестве исходных дан-
ных при оценке информационных параметров эхосигнала РВМ на этапе дообработки. 

Ключевые слова: плотность распределения вероятности, радиовысотомер, морская поверхность, нелиней-
ная модель Кримера, форма эхосигнала 
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Abstract 
Introduction. Radio altimeters are used for remote monitoring of the Earth and sea surface based on the signal pow-
er profile, i.e. the dependence of echo signal power vs time, averaged over a set of sounding measurements. Calcula-
tion of the power profile in the presence of sea waves requires information about the probability distribution density 
(PDD) of sea surface applicates. The existing applicate PDD models (linear, Gram-Charlier, combined model) are 
characterized by certain drawbacks leading to errors in assessing sea surface parameters based on the signal power 
profile. In this work, the echo signal of a radio altimeter is simulated using the nonlinear Creamer model for calcu-
lating sea surface applicates. 
Aim. To test the validity of the non-linear Creamer model for obtaining the PDD of sea surface applicates in the 
problem of simulating the power profile of a radio altimeter echo signal while providing an unambiguous relation-
ship between the statistical parameters of PDD and wind speed. 
Materials and methods. A two-dimensional sea surface of finite dimensions with an Elfohaily spatial spectrum was 
simulated in the MATLAB environment based on both linear and non-linear Creamer models. 
Results. Under small wind speed values of up to 3 m/s, the PDD of sea surface applicates formed by the non-linear 
Creamer model obey the Gauss law. For the non-linear model, an increase in the duration of an radio altimeter echo 
signal along with an increase in the wind speed was shown to be 5.47 % slower on average compared to that for the 
linear model. The time shift of the leading edge of an echo signal for the nonlinear model relative to the linear mod-
el due to the PDD transformation may reach 70 ns, which is equivalent to 10.5 m. The conducted study confirmed 
the validity of the non-linear Creamer model for obtaining the PDD of sea surface applicates when simulating the 
power profile of a radio altimeter echo signal. 
Conclusion. The non-linear Creamer model can be recommended for simulating an echo signal power profile for 
use as input data when estimating the parameters of a radio altimeter echo signal at the stage of post-processing. 
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Введение. В настоящее время космические 
аппараты (КА) оснащают радиолокационными 
радиовысотомерами (РВМ) для решения цело-
го ряда задач дистанционного мониторинга 
поверхности Земли, в том числе экологических 
и океанографических. Информационным пара-
метром РВМ является мощность эхосигнала, 
зависимость которой от времени, усредненную 
по совокупности серии зондирований, называ-
ют профилем мощности. Амплитуда профиля 
мощности эхосигнала обратно пропорциональ-
на скорости ветра над водной поверхностью, а 
его форма содержит информацию о степени 

взволнованности последней. Наклон переднего 
фронта профиля мощности и его ширина по 
половинному уровню от максимума определя-
ют значимую высоту морской волны, пропор-
циональную балльности морского волнения [1], 
[2]. Известно, что при увеличении волнения 
морской поверхности длительность профиля 
мощности эхосигнала увеличивается [1–4]. 

Существующие модели профиля мощности 
эхосигнала РВМ [1–7] при вертикальном зонди-
ровании подстилающей морской поверхности в 
той или иной степени базируются на допуще-
нии, что искомый профиль мощности является 
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суперпозицией откликов независимых элемен-
тарных зеркальных отражателей в пределах 
области на поверхности, облученной антенной 
РВМ. Нестабильность траектории полета КА 
существенно не влияет на характер рассеяния 
радиоволн, поскольку из теории рассеяния ра-
диоволн известно, что зеркальное отражение 
наблюдается при отклонении угла облучения от 
нормали до 20° [1, 2]. 

В общем случае профиль мощности эхо-
сигнала определяется как параметрами РВМ, 
так и плотностью распределения вероятности 
(ПРВ) аппликат морской поверхности, что поз-
воляет решать обратную задачу и восстанавли-
вать параметры указанного распределения. 

Профиль мощности эхосигнала как функ-
ция времени при наличии морского волнения 
определяется по формуле [4] 

 ( ) ( )0 ,
2 2r z
с cuP t W P t u du
∞

−∞

 = − 
 ∫  (1) 

где c – скорость света в вакууме; zW  – ПРВ 
аппликат морской поверхности; 2 ;u z c=  0P  – 
профиль мощности эхосигнала для плоской 
поверхности (при отсутствии волнения), при-
чем z – аппликата морской поверхности. 

Из анализа (1) следует, что для расчета 
профиля мощности эхосигнала РВМ необхо-
димо располагать сведениями о законе распре-
деления аппликат морской поверхности. 

Первоначально в научной литературе в ка-
честве модели ПРВ аппликат морской поверх-
ности использовалась линейная модель на ос-
нове распределения Гаусса [1–3], для которой 
установлена однозначная связь между стати-
стическими параметрами ПРВ и скоростью 
ветра над морской поверхностью, определяю-
щей балльность морского волнения, например 
по шкале Бофорта. Однако указанная модель 
позволяет получить лишь приближенное опи-
сание статистических параметров морской по-
верхности на коротком временном интервале 
при постоянной скорости ветра и не учитывает 
нелинейные эффекты, обусловленные взаимо-
действием гравитационных и гравитационно-
капиллярных волн в пределах участка поверх-
ности, облучаемого антенной РВМ. 

Для учета межволновых  взаимодействий  в 

задачах дистанционного мониторинга морской 
поверхности часто используют модель ПРВ 
аппликат морской поверхности, построенную 
на основе усеченных рядов Грама–Шарлье. Эта 
модель учитывает нелинейные эффекты в поле 
поверхностных волн, обусловленные слабыми 
межволновыми взаимодействиями [5–8]. 

Известными недостатками этой модели яв-
ляется наличие отрицательных значений на 
краевых участках ПРВ, а также ограничений на 
допустимые значения аппликат морской по-
верхности, в пределах которых ПРВ справед-
лива. Следствием указанных недостатков яв-
ляются искажения формы профиля мощности 
эхосигнала РВМ, в частности, появление в нем 
отрицательных значений. 

Для борьбы с искажениями профиля мощно-
сти эхосигнала РВМ используют комбиниро-
ванную модель, которая является объединени-
ем модели Грама–Шарлье и модели Гаусса  
[5–7]. В рамках комбинированной модели оце-
ниваются параметры специальной двухпара-
метрической функции, для того чтобы резуль-
тирующая ПРВ была монотонна на стыке двух 
указанных моделей и не имела отрицательных 
значений в используемом диапазоне аппликат 
морской поверхности. Процедура подбора па-
раметров неоднозначна, поэтому ПРВ аппликат 
морской поверхности может искажаться, что 
приводит к ошибке при оценках расстояния от 
КА до морской поверхности, а также парамет-
ров морского волнения. 

Таким образом, задача получения коррект-
ной ПРВ аппликат морской поверхности до сих 
пор актуальна. Существует нелинейная модель 
Кримера, позволяющая моделировать реализа-
ции двумерной морской поверхности с учетом 
нелинейных эффектов при межволновом взаи-
модействии [9, 10]. Однако апробация данной 
модели в задаче моделирования формы эхосиг-
нала РВМ ранее не выполнялась. 

Целью настоящей статьи является апроба-
ция нелинейной модели Кримера для получе-
ния оценки ПРВ аппликат морской поверхно-
сти в задаче моделирования профиля мощно-
сти эхосигнала РВМ. 

Моделирование морской поверхности. 
Для математического моделирования профиля 
морской поверхности, как одномерного, так и 
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двумерного, используют линейные и нелиней-
ные модели. Согласно линейной модели мор-
ская поверхность представляется набором про-
странственных волн (гармоник), каждая из кото-
рых распространяется независимо от других [11, 
12]. Амплитуда каждой пространственной гар-
моники является независимой гауссовской слу-
чайной величиной с дисперсией, определяемой 
пространственным спектром морского волнения. 

Пространственный спектр морского волне-
ния определяется как [9] 

 ( ) ( ) ( ),  ,  ,K S K B KΠ ϕ = ϕ  (2) 

где K – пространственное волновое число; φ – 
азимутальный угол между направлением ветра 
и направлением движения морской волны; 
( )S K  и ( ),  B K ϕ  – радиальный и угловой 

спектры морского волнения соответственно. 
Существуют различные модели простран-

ственного спектра морского волнения [9–11]. 
Для решения задач рассеяния радиоволн на 
морской поверхности часто используют модель 
пространственного спектра морского волнения 
Эльфохейли [10], поскольку она позволяет с 
большей достоверностью моделировать капил-
лярные морские волны. 

Радиальный спектр морского волнения 
Эльфохейли определяется по формуле [9, 10] 
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где 2 2
1 в10 ;a g v= Ω  фv  − фазовая скорость 

морских волн; ( )грW K  и ( )кW K  − функции, 
описывающие гравитационную и капиллярную 
области соответственно; 
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29.807 м сg =  – гравитационная постоянная; 

в10v  − скорость ветра на высоте 10 м над 

уровнем моря; ( )3
3 0.08 1 4 ;δ = + Ω  xR  − длина 

разгона ветровых волн. 
Функции ( )грW K и ( )кW K  рассчитываются 

по следующим формулам [9]: 
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фmin 0.23 м с;v =  min 363 рад м,K =  причем 

в0v  − скорость трения ветра. 

Фазовая скорость морских волн определя-
ется следующим образом [9]: 

( )в
ф в

в
tg ,Kgv KD

K
σ = + ρ 

 

где 3
в 74.34 10 Н м−σ = ⋅  − поверхностное натя-

жение на границе раздела сред "воздух − морская 
вода"; 3 3

в 10 кг мρ =  − плотность воды; вD  − 
глубина моря. 

Угловой спектр морского волнения опреде-
ляется по формуле [9, 10] 

( ) ( ) ( )1,  1 cos 2 ,
2

B K K ϕ = + ∆ ϕ π
 

где 

( )
2.52.5

фminф
3 4
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    = + +          

 

причем 3 0.173;a =  вmaxv  − фазовая скорость в 
точке максимума радиального спектра морско-
го волнения; ( )4 в0 фmin0.13 .a v v=  
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Использование линейной модели. Со-
гласно линейной модели расчет реализации 
случайной двумерной морской поверхности 
( ),  ,z x y  соответствующей моменту времени t, 

проводят в 2 этапа. На первом этапе вычисля-
ют амплитуду каждой пространственной гар-
моники [12]: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

в

в*

, ,  

,  

,  ,

x y
i K t

x y
i K t

x y

A K t K K K

K K e

K K e

ω

− ω

= Π ϕ ∆ ∆ ×

× γ +
+ γ 

 

(3)

 

где 2 2 ;K K Kx y= +  ( )arctg ;K Ky xϕ =  xK  и 

yK  − пространственные волновые числа по 

осям x и y соответственно; xK∆  и yK∆  − шаги 
дискретизации пространственных волновых чи-
сел xK  и yK  соответственно; γ − случайное 
комплексное число, вещественная и мнимая ча-
сти которого имеют гауссовскую ПРВ c нуле-
вым математическим ожиданием и единичной 
дисперсией; вω  − круговая частота морской 

волны; ∗  – символ комплексного сопряжения. 
Круговая частота волны и пространствен-

ное волновое число K связаны между собой 
соотношением [11] 

 ( ) ( )2в
в в

в
1 tg .K gK K KD

g
σ ω = + ρ 

 (4) 

На втором этапе вычисляют аппликату 
морской поверхности ( ),  z x y  с помощью об-
ратного преобразования Фурье [12, 13]: 
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x y x y
K K

z x y t
A K K t i K x K y

=
=  +  ∑∑  (5) 

Использование нелинейной модели. 
В качестве нелинейной модели морской по-
верхности выбрана модель Кримера, которая в 
отличие от других моделей позволяет учиты-
вать изменения аппликат морской поверхности 
при межволновом взаимодействии, приводя-
щие к изменению формы ПРВ [8, 12–14]. 

Расчет аппликаты морской поверхности 
( )1 ,  z x y  согласно нелинейной модели Кримера 

является более затратным с точки зрения объе-

ма вычислений. Аппликаты нелинейной мор-
ской поверхности определяются через двумер-
ное преобразование Фурье [12, 13] по формуле 
(5), при этом вместо ( , , )x yA K K t  подставляют 
величину 
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где N − совокупное число точек в моделируе-
мой двумерной поверхности; 
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(8)

 

Особенности моделирования морской по-
верхности конечных размеров и выбора ее па-
раметров изложены в [8−11]. Для линейной и 
нелинейной моделей морской поверхности из 
анализа (2)–(8) следует однозначность связи 
между статистическими параметрами ПРВ ап-
пликат морской поверхности и скоростью вет-
ра. В [9] приведена зависимость среднеквадра-
тического отклонения аппликат морской по-
верхности от скорости ветра. 

Моделирование ПРВ аппликат морской 
поверхности. Для получения ПРВ аппликат 
морской поверхности выполнено математиче-
ское моделирование с использованием линей-
ной модели и нелинейной модели Кримера при 
следующих параметрах: скорость ветра на вы-
соте 19.5 м – 4…8 м/c с шагом 2 м/c, количе-
ство временных реализаций для каждой скоро-
сти ветра – 50. Скорость ветра на высоте 19.5 м 
пересчитана на высоту 10 м по формулам из 
[9]. Далее при описании полученных результа-
тов значение высоты опускается. 
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При вертикальном облучении морской по-
верхности антенной РВМ наибольший вклад в 
отраженный эхосигнал вносит зона, радиус ко-
торой определяют следующим образом [15]: 

0 и2 ,r Hc= τ  

где H − высота полета РВМ; c – скорость света 
в вакууме; иτ  − длительность излучаемого им-
пульса. 

При 1000 кмH =  и и 3 нсτ =  радиус зоны 

0 1342 м.r =  При моделировании для удоб-
ства генерировалась двумерная морская по-
верхность квадратной формы с размером 
стороны 2684 м, что соответствует 02 .r  Шаг 

изменения по координатам x и y морской по-
верхности выбран одинаковым и равным 

0.1м.x y∆ = ∆ =  
Моделирование морской поверхности вы-

полнено на персональном компьютере с про-
цессором Intel Core i5-7400 с тактовой частотой 
3 ГГц и размером ОЗУ 8 Гбайт. Расчет одной 
реализации морской поверхности для линейной 
модели выполнялся в среде MatLab за 3 мин, а 
для нелинейной – за 15 мин. 

На рис. 1–3 представлены результаты мо-
делирования морской поверхности, получен-
ные при скорости ветра 4 м/с для момента вре-
мени 0.t =  На рис. 1 и 2 показаны фрагменты 
двумерной морской поверхности размером 

 

Рис. 1. Реализация двумерной морской поверхности по линейной модели 
Fig. 1. Simulation of a two-dimensional sea surface using the linear Creamer model 
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Рис. 2. Реализация двумерной морской поверхности по нелинейной модели 
Fig. 2. Simulation of a two-dimensional sea surface using the non-linear Creamer model 
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50 × 50 м. Рис. 1 получен в рамках линейной 
модели, рис. 2 – нелинейной. Цветовая палитра 
отображает соответствие между значением ап-
пликаты морской поверхности и цветом из па-
литры. На рис. 3 показано одномерное сечение 
фрагмента морской поверхности для линейной и 
нелинейной моделей при 0.y =  

После генерации заданного числа реализаций 
морской поверхности по нелинейной модели 
Кримера выполнялся расчет гистограмм по сово-
купности полученных значений аппликат мор-
ской поверхности. Далее на основании получен-
ных гистограмм идентифицировался закон рас-
пределения. При этом использовался критерий 
согласия Пирсона 2χ  с уровнем значимости 0.05. 

Установлено, что для значений скорости 
ветра менее 3 м/c ПРВ подчиняется гауссовско-
му закону. При бо́льших значениях скорости 
установить принадлежность к известным зако-
нам распределения вероятности не удалось, по-
этому для расчетов в качестве оценок ПРВ были 
использованы выборочные гистограммы. 

На рис. 4 показаны оценки ПРВ аппликат 
морской поверхности для нелинейной модели, 
полученные в результате математического мо-
делирования. Оценки ПРВ сформированы как 
средние значения в пределах заданного интер-
вала усреднения по оси абсцисс. Следует отме-
тить, что в отличие от модели Грама–Шарлье 
оценка ПРВ аппликат морской поверхности не 
содержит отрицательных значений и не нужда-
ется в дополнительной фильтрации для их 
устранения. 

На основании полученных оценок ПРВ 
можно сделать вывод, что при увеличении ско-
рости ветра растет дисперсия аппликат мор-
ской поверхности, а математическое ожидание 

и коэффициент асимметрии уменьшаются. Из-
менения коэффициента эксцесса носят нели-
нейный характер с трендом к увеличению и 
лежат в области положительных значений. Та-
кая трансформация ПРВ объясняется тем, что 
при повышении скорости ветра увеличивается 
нелинейное межволновое взаимодействие, 
приводящее к "обострению" и росту высоты 
гребней морской поверхности. 

Полученная зависимость статистических 
моментов распределения аппликат морской 
поверхности от скорости ветра качественно 
согласуется с результатами теоретических ис-
следований [8]. 

Моделирование профиля мощности эхо-
сигнала РВМ. В [4] показано, что для узких 
диаграмм направленности (ДН) антенны РВМ с 
шириной по уровню половинной мощности 

0 1θ ≤   и малых отклонений ДН от вертикали 

0 6ξ < θ  при отсутствии морского волнения 
для расчета профиля эхосигнала РВМ удобно 
использовать следующую модель: 

Рис. 3. Одномерное сечение морской поверхности, полученной по линейной и нелинейной моделям 
Fig. 3. One-dimensional sea surface profile produced by linear and non-linear models 
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Рис. 4. Плотность распределения вероятностей аппликат 
морской поверхности по нелинейной модели при разных 
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Fig. 4. Probability density distribution of sea surface applicates 

produced by the non-linear model at different wind speeds 
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( )0

1 12 2 exp
4 8

2 exp ,
4 8

P t

A F t t

F t t

=
  αη   αη    = β − −αη − −        β β      

 α   α    − β − −α −        β β       

 

(9)

 

где 1A  – масштабный коэффициент; F – инте-
грал вероятности; β, α, η – вспомогательные 
параметры. 

Вспомогательные параметры определяются 
следующим образом [4]: 

( ) 2
02ln 2 ,β = ∆  

( ) ( )2
08ln 2 ,c Hα = θ  

( )22
01 4ln 2 ,η = − ξ θ  

где 0∆  – длительность зондирующего импульса 
гауссовской формы по уровню 0.707; 0θ  – ши-
рина гауссовской ДН по уровню 0.707; ξ – уг-
ловое отклонение луча антенны РВМ от нор-
мали к облучаемой поверхности. 

С учетом полученной в результате модели-
рования экспериментальной оценки ПРВ ап-
пликат морского волнения, используя (1) и (9), 
определен профиль мощности эхосигнала РВМ 
при наличии морского волнения. При модели-
ровании приняты следующие значения парамет-
ров: 0 3 нс;∆ =  1000 км;H =  0 0.6 ;θ =   0 .ξ =   

На рис. 5 приведены нормированные зави-
симости мощности эхосигнала от времени. 
Нормировка проведена отдельно для линейной 
и нелинейной моделей на максимальные зна-
чения профиля мощности эхосигнала при ско-
рости ветра 4 м с.  

При анализе результатов моделирования 
линейная модель морской поверхности с гаус-

совской ПРВ ее аппликат использована в каче-
стве референсной, поскольку для нее известны 
параметры профиля мощности эхосигнала 
РВМ, включая ширину профиля мощности и 
его временну́ю задержку относительно момен-
та времени 2 .H с  Погрешности оценки време-
ни запаздывания и значимой высоты морской 
волны РВМ при использовании линейной мо-
дели представлены в [4]. 

Из анализа рис. 5 следует, что при увеличе-
нии морского волнения трансформация ПРВ 
аппликат морского волнения приводит к изме-
нению формы переднего фронта эхосигнала 
РВМ, а также к уменьшению его амплитуды. 

Модельный профиль эхосигнала РВМ ис-
пользуют при оценке информативных парамет-
ров (например, времени запаздывания и значи-
мой высоты морской волны) на этапе дообра-
ботки [4]. Оценки получают в результате стати-
стической подгонки параметров модельного 
профиля эхосигналов РВМ по критерию дости-
жения его максимального сходства с последова-
тельностью наблюдаемых отсчетов эхосигналов 
методом максимального правдоподобия [4]. 
Следовательно, изменения формы модельного 
профиля мощности эхосигнала РВМ, обуслов-
ленные использованием модели ПРВ аппликат 
морской поверхности, некорректно описываю-
щей физические процессы взаимодействия мор-
ских волн, приводят к ошибкам при оценке ука-
занных информационных параметров. 

В качестве примера на рис. 6 показаны 
нормированные на максимальное значение за-
висимости мощности эхосигнала от времени 
для скорости ветра 4 м/с. Профили мощности 
эхосигнала по линейной и нелинейной моделям 
на рис. 6 сдвинуты по оси абсцисс таким обра-
зом, чтобы они пересекались в точке с коорди-
натами (0; 0.5). 

 

Рис. 5. Нормированные зависимости мощности эхосигнала от времени при разных скоростях ветра. Сплошные линии – 
для линейной модели; штриховые линии – для нелинейной модели 

Fig. 5. Normalized power echo signal dependence vs time at different wind speeds. Solid line – the linear model; dashed line – 
the non-linear model 
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При использовании нелинейной модели 
крутизна переднего фронта профиля эхосигна-
ла РВМ уменьшается, что приводит к увеличе-
нию погрешности оценки времени запаздыва-
ния эхосигнала при использовании различных 
алгоритмов оценки, таких, как пороговый ал-
горитм и метод максимального правдоподобия 
в сочетании с статистической подгонкой. 

Кроме разной крутизны переднего фронта 
профиля эхосигнала РВМ для линейной и нели-
нейной моделей также наблюдается различная 
ширина профиля мощности и его временной 
сдвиг относительно момента времени 2 .H с  

Выполнена оценка ширины профиля мощ-
ности эхосигнала РВМ по уровню 0.5 от мак-
симума ,t∆  а также оценка временно́го сдвига 
между профилями мощности эхосигнала ,∆τ  
полученными по линейной и нелинейной мо-
делям морской поверхности для скоростей вет-

ра в диапазоне от 4 до 8 м/с с шагом 1 м/с. Для 
оценки временно́го сдвига использованы точки 
на переднем фронте эхосигналов по уровню 0.5 
от максимума. Результаты оценок приведены 
на рис. 7 и 8, где маркерами обозначены точки, 
в которых выполнен расчет (соединительные 
линии имеют иллюстративное значение). 

Временно́й сдвиг переднего фронта эхосиг-
нала для нелинейной модели относительно ли-
нейной, возникающий из-за изменения ПРВ, 
возрастает при увеличении скорости ветра и 
может достигать 70 нс, что эквивалентно 
10.5 м. Для нелинейной модели рост ширины 
эхосигнала РВМ происходит медленнее, в 
среднем на 5.47 %, чем для линейной модели. 

Результаты моделирования показали, что 
временно́й сдвиг профиля мощности эхосигна-
ла относительно момента времени 2H с  для 
нелинейной модели может существенно пре-
вышать сдвиг для линейной модели. Ширина 
профиля мощности эхосигналов РВМ для не-
линейной модели не превышает ширину для 
линейной модели. Этот факт необходимо учи-
тывать при установке размеров следящего окна 
для работы РВМ в режиме слежения за времен-
ны́м положением принимаемых эхосигналов. 

Заключение. Выполнено математическое 
моделирование ПРВ аппликат морской по-
верхности для нелинейной модели Кримера 
при наличии морского волнения. Установлено, 
что при значениях скорости ветра до 3 м/c ПРВ 
аппликат морской поверхности, получаемая по 
нелинейной модели, подчиняется гауссовскому 
закону. Идентифицировать закон распределе-

 

Рис. 6. Нормированные зависимости мощности 
эхосигнала от времени. Сплошная линия – линейная 

модель; штриховая линия – нелинейная модель 
Fig. 6. Dependences of the normalized power echo signals vs 

time. Solid line – the linear model; dashed line – the non-
linear model 
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Рис. 7. Зависимость задержки между профилями мощности 
эхосигналов РВМ, полученными по линейной и нелинейной 

моделям морской поверхности, от скорости ветра 
Fig. 7. Dependence of the delay between the power profiles of 
echo signals obtained by the linear and non-linear sea surface 

models vs wind speed 
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Рис. 8. Зависимость ширины профиля мощности 
эхосигнала РВМ от скорости ветра для линейной и 

нелинейной моделей морской поверхности 
Fig. 8. Dependence of the width of the echo signal power 
profiles obtained by the linear and non-linear sea surface 

models vs wind speed 
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ния для бол́ьших значений скорости ветра не 
удалось, поэтому при расчетах в качестве 
оценки искомой ПРВ использованы выбороч-
ные гистограммы. 

Выполнен расчет профиля мощности эхосиг-
нала РВМ для нелинейной модели при использо-
вании полученных оценок ПРВ аппликат мор-
ской поверхности, а также для линейной модели 
морской поверхности, данные от которой ис-
пользованы в качестве референсных. Результаты 
расчетов позволяют сделать вывод о корректно-
сти использования нелинейной модели. 

Таким образом, апробация нелинейной мо-
дели Кримера для получения оценки ПРВ ап-

пликат морской поверхности в задаче модели-
рования профиля мощности эхосигнала РВМ 
дала положительный результат. 

Использование нелинейной модели Кримера 
для моделирования профиля мощности эхосиг-
нала РВМ при наличии морского волнения 
обеспечивает однозначную связь между стати-
стическими параметрами ПРВ аппликат мор-
ской поверхности и скоростью ветра. Модель 
рекомендуется использовать для формирова-
ния исходных данных при оценке информаци-
онных параметров эхосигнала РВМ на этапе 
дообработки. 
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Abstract 
Introduction. Two-axis gimbal systems are applied for stabilizing and controlling the line of sight (LOS) of an opti-
cal or imaging system mounted on a moving vehicle. Gimbal systems are intended to isolate various disturbance 
torques and control the LOS toward the direction of a target. Two-axis gimbals can be of two main types, namely 
Yaw-Pitch and Swing-Roll type. In this article, we focus on investigating mathematical models of two-axis gimbals, 
which describe the impact of cross-disturbance torques on their stability and control performance. Simulations were 
conducted to compare advantages and disadvantages of the two types of two-axis gimbals. 
Aim. To study mathematical models describing the impact of cross-disturbance torques on the stability and control 
performance of two-axis gimbals. 
Materials and methods. Mathematical models of two-axis gimbal systems were synthesized by the Lagrange meth-
od. The operation of two-axis gimbal systems was simulated in the Matlab-Simulink environment. 
Results. Mathematical models and structural diagrams of the synthesized Yaw-Pitch and Swing-Roll gimbals were 
obtained. The conducted simulations of typical cases revealed different cross-disturbance effects. 
Conclusion. Motion equations for Swing-Roll and Yaw-Pitch gimbals were derived using similar methodology. The 
impact of cross-disturbance torques on gimbal systems was evaluated. The obtained results form a basis for selecting 
an optimal structure of tracking systems meeting the desired characteristics. 
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Introduction. Stabilization and line-of-sight 
control systems installed in optical devices, such 
as cameras or optical sensors, have found wide 
application [1]. These systems comprise a gimbal, 
an inertial angular rate and angle sensor, and a 
control subsystem. Accordingly, the selection of 
an appropriate gimbal architecture for specific 
application domains has a significant influence 
on the system's ability to stabilize and control the 
line of sight (LOS). In practice, three types of 
gimbal systems are commonly used: three-axis 
gimbals [2], Yaw-Pitch two-axis gimbals [3], and 
Swing-Roll two-axis gimbals [4]. Although ex-
hibiting the highest stability [5], three-axis gim-
bals are complex in structure and are applicable 
in systems covering a relatively large space. 
Therefore, two-axis gimbals are used in devices 
having restrictions on mass and size, e. g., an im-
aging gimbaled seeker [6, 7]. Compared to 
Swing-Roll gimbals, Yaw-Pitch two-axis gimbals 
are controlled by two independent channels ac-
cording to the cartesian coordinate system, which 
fact determines their popularity [8–11]. This is 
consistent with the process of tracking an object 
along two axes on a camera image. Swing-Roll 
gimbals control the polar coordinate system, 
therefore requiring conversion of the camera's 
coordinate system into the gimbal's coordinate 
system [6]. However, according to [4], Swing-
Roll systems outperform Yaw-Pitch systems in 
terms of expanded field of view. The selection of 
an appropriate gimbal structure for particular 
purposes depends on its ability to separate the 
carrier' movements from the optical axis. There-
fore, research into the impact of disturbance tor-
ques on the stability and control performance of 
various two-axis gimbal systems presents a rele-
vant task. 

In this paper, we investigate the applicability 
of various gimbal types for space-limited seeker 
systems. In this regard, we focus on comparing 
the impact of disturbance torques on the above-
mentioned two-axis gimbal types. 

The paper is organized as follows. First, we 
construct mathematical models of two-axis gimbal 
systems. Secondly, a structural analysis of the 
gimbal systems under study is carried out. Thirdly, 
the simulation, evaluation, and comparison results of 

 
 

disturbance torque effects on the stability and control 
performance of the two-axis gimbals under study are 
presented. Finally, the conclusions are drawn. 

Mathematical models of two-axis gimbals. 
Yaw-Pitch two-axis gimbal. The architecture 

of a Yaw-Pitch 2-axis gimbal is presented in 
Fig. 1, which shows two axes of rotation in eleva-
tion and azimuth channels. The azimuth channel 
(Yaw) is a channel that rotates around the bZ  axis 

of the сonnected coordinate system with a rotation 
angle β. The elevation channel (Pitch) is a channel 
rotated around the hY  axis of the seeker's coordi-

nate system with a rotation angle ε. The designa-
tions used in Fig. 1 are as follows: 

, ,b b bX Y Z – body coordinate system  

(Body – B); 
, ,h h hX Y Z – coordinate system of the homing 

head (Head – H); 
, ,h bhX Y Z′ – coordinate system of the azimuth 

frame (Yaw – Y). 
Accordingly, the directional cosine matrix 

converted from the body coordinate system to the 
azimuth frame coordinate system is ,y

bC  while 

that converted from the azimuth frame coordinate 

system to the homing head coordinate system is :h
yC  

 
cos sin 0
sin cos 0 ;
0 0 1

y
bC

β β 
 = − β β 
  

  

 

Fig. 1. Structure of Swing-Roll gimbal 
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cos 0 sin

0 1 0 .
sin 0 cos

h
yC

ε − ε 
 =  
 ε ε 

 (1) 

Let the inertial rotational rate of the coordinate 
systems along its axes be: 

[ ]B
B ;T

b b bI P Q Rω =  [ ]H
H I

T
h h hp q rω =  

and Y
Y I .T

y y yp q rω =     

Then, the speed vector of inertia angle that is 
represented in the azimuth frame will take  
the form: 

 Y B
B/IY I 0 0 .

Ty
bC  ω = ω + β   (2) 

And the speed vector of inertia angle that is 
represented in the elevation frame will be: 

 [ ]H Y
H I Y I 0 0 .Th

yCω = ω + ε  (3) 

Let the matrix of the inertia moment of the el-
evation frame take the form, respectively: 

 

Y

H

;

.

y y y
x xy xz
y y y
xy y yz

y y y
yz zxz

h h h
x xy xz
h h h
xy y yz
h h h
xz yz z

J J J

J J J J

J J J

J J J

J J J J

J J J

=

=

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  

  

The angular momentum is given by the ex-
pression H J= ω . Then, the equation for a rotation 
moment with respect to the elevation frame will 
take the form 

 Y
Y I .P P P

t
∂

Τ = Η +ω Η
∂

 (4) 

By substituting (1), (2) and (3) into (4) and as-
suming that the gimbal’s texture is rigid, the fol-
lowing expression can be obtained after a few 
transformations 

 ( ) ( )2 2h h h h
y h y z x h h xz h hJ q T J J p r J p r= + − + − −   

 ( ) ( ) ,h h
yz h h h xy h h hJ r p q J p q r− − − −   (5) 

where yT  is the sum of torques acting on the ele-

vation frame system. In the absence of other dis-
turbance torques (such as friction), this is the 
torque produced by the motor. On the right side of 
expression (5), the components containing the 
moment of inertia describe cross-channel connec-
tions in the presence of movement along other ax-
es. Therefore, expression (5) can be considered as 
a complete form modeling the elevation frame dy-
namics. When substituting (3) into expression (5), 
the disturbance components arising due to cross 
disturbance are calculated by the formula: 

 ,D B CT T T= +  (6) 

where 

 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

sin cos

cos sin

cos 2 2 sin 2

h h
B yz xy y y y

h h
yz xy y y

h h h
z x xz y y

T J J p q r

J J p q

J J J p r

= − ε + ε + +

+ ε + ε +

 + − ε − ε + 



  

 ( ) ( ) ( ) ;21 sin 2 2 cos 2
2

h h h
z x xz yJ J J p + − ε − ε   (7) 

 ( )sin cosh h
C xy yz yT J J r= ε + ε +   

 ( ) ( ) ( ) 21 sin 2 2 cos 2 .
2

h h h
z x xz yJ J J r + − ε − ε   (8) 

This finding shows that cross-disturbance com-
ponents persist even in the absence of the system's 
movement. Hence, when 0;bP =  0;bQ =  0,bR =  
then 0BT =  according to (2). However, due to 

0;yr ≠  therefore, 0.CT ≠  It can be seen from BT

and CT  that, provided that the gimbal system en-
sures absolute symmetry (mean that 

h h h
xy yz xzJ J J= = ) and ,h h

x zJ J=  then there will be 

no cross-disturbance components 0.DT =  Howev-
er, the absence of any cross disturbance is almost 
impossible to observe in practice, including in 
two-axis gimbal systems. Consequently, these 
components should always be calculated in order 
for their negative impact to be eliminated. 

The formation of a dynamic model for the az-
imuth channel (Yaw) is preformed similarly to the 
approach described above. According to [3], 
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 1 2 3,y
y z d d dJ r T T T T= + + +  (9) 

where 

 2 2sin cosy y h h
z x zJ J J J= + ε + ε −   

 ( )2sin 2 ;h
xzJ− ε  (10) 

 2
1 cosy h

d x xT J J= + ε +   

 2sin sin 2 ;h h
z xz y yJ J p q+ ε − ε  (11) 

 

( )
( ) ( )

( )

2 sin cos

cos 2

cos sin

y h h
d xz z z

y
xz y y y

y h h
yz yz xy y y y

T J J J

J p q r

J J J q p r

= − + − ε ε +
+ ε − −

 − + ε − ε − − 





  

 ( )2 2cos sin ;y h h
xy xy yz y yJ J J p q − + ε + ε −   (12) 

and 

 ( )( )
( )

3 sin cos

cos 2 sin 2

2 sin 2 cos 2

h h
d xz yz

h h
x z y y

h
xz y y

T J J

J J p r

J p r

 = ε ε + ε + 
+ ε − ε − ε ×

× ε − ε +



   

 ( )( )sin cos .h h h
yz xy h y x yJ J q q J p + ε ε − ε + −   (13) 

Equation (9) is a differential form of the angu-
lar rate along the z-axis of the azimuth frame for a 
2-axis gimbal, where zT  is the total number of the 
moments acting on this shaft. The components 

1 2 3, ,d d dT T T  are disturbances caused by the cross-
channel relationship affecting the gimbal system. 

It can be seen that yJ  calculated by expression 
(10) is the total moment of inertia along the z-axis, 
varying in time and depending on the rotation an-
gle of the elevation channel of a two-axis gimbal 
system. Components 1 2 3, ,d d dT T T  are disturb-
ances caused by the cross-channel relationship. 
When no such a relationship is observed, the mo-

ment of inertia 0.h
xzJ =  In order for yJ  to be 

time-invariant, the condition h h
x zJ J=  must be 

satisfied. However, this is rarely achieved, since a 
gimbal is frequently equipped with a camera in 
practice. Therefore, a two-axis gimbal is inevitably 
a non-linear system. 

The components 1 2 3, ,d d dT T T  are disturbances 
generated by the cross-channel relationship. When 
the elevation angle is fixed, only two compo-
nents – 1 2, ,d dT T – are present, which can be con-
sidered as stiffness coefficients in the motion 
equation. When 0,ε ≠  a moment action 3dT  can 
be added, which is considered as the object’s de-
formation component. 

Equations (11)–(13) show that, even when the 
design of a gimbal system satisfies 

0,h h h
xy yz xzJ J J= = =  the disturbance components 

generated by the cross-channel relationships still 

exist due to .h h
x zJ J≠  Therefore, these disturbance 

components can hardly be eliminated by perfect-
ing the mechanical structure design. 

Swing-Roll two-axis gimbal. Fig. 2 presents a 
two-axis Swing-Roll gimbal system, in which the 
Roll channel is a channel that rotates around the 
axis rX  of the Roll frame with a rotation angle 

.η  The Swing channel is a channel that rotates 
around the axis sX  of the Swing frame with a ro-
tation angle α. 

A mathematical model for a Swing-Roll gim-
bal system can be constructed similarly to that of a 
Yaw-Pitch gimbal system. 

The coordinate systems in Fig. 2 include: 
,r rX Y  and rZ  – the coordinate system of the 

Roll frame (R); 
,s sX Y  and sZ  – the coordinate system of the 

Swing frame (S). 
The directional cosine  matrix  converted  from 

 

Fig. 2. Structure of Swing-Roll gimbal 
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the associated coordinate system to the coordinate 

system of the Roll frame is ,r
bC  while the direc-

tional cosine matrix converted from the coordinate 
system of the Roll frame to the coordinate system 

of the Swing frame is :s
rC  

 

1 0 0
0 cos sin ;
0 sin cos

cos sin 0
sin cos 0 .
0 0 1

r
b

s
r

C

C

 
 = η η 
 − η η 

α α 
 = − α α 
  

 (14) 

Let the inertial rotational rate of the coordinate 

systems along its axes be: [ ]S
S I ;T

s b bp q rω =  

[ ]R
R I .T

r r rp q rω =  

In this case, the vectors of the angular rate of 
inertia for the Roll frame and the Swing frame, 
respectively, take the form: 

 [ ]R B
R I B I 0 0 ;Tr

bCω = ω + η  (15) 

 [ ]S R
S I R I 0 0 .Ts

rCω = ω + α  (16) 

By designating the matrices of inertia mo-
ments for the Roll frame and the Swing frame as 

RJ  and S,J  respectively, the following is ob-
tained: 

 

R

S

;

.

r r r
x xy xz
r r r
xy y yz
r r r
xz yz z

s s s
x xy xz
s s s
xy y yz
s s s
xz yz z

J J J

J J J J

J J J

J J J

J J J J

J J J

 
 
 =
 
  
 
 
 =
 
  

  

By substituting (14), (15) and (16) into (4), the 
motion equation of Swing frame is: 

 ;s s
z s z DJ r T T= +   

 ( ) ( )2 2s s s s
s sD x y s s xyT J J p q J p q −= − + −   

 ( ) ( ).s s
s s s s sxz yz sJ p p r J q p r− − − −   (17) 

Expressions (5) and (17) show that the impact 
of disturbances caused by the cross-channel rela-
tionship for the two types of gimbal systems under 
study has similar characteristics. However, the dis-
turbances arising from each rotation along the axes 
is different. Therefore, in order to minimize the 
impact of these disturbances, an optimal gimbal 
should be selected based on the motion properties 
of each carrier. 

The dynamic equation of motion for the Roll 
channel is described as follows: 

 1 2 3 4 5 6,r
r xJ p T T T T T T T= + + + + + +  (18) 

where 

 
( )2 2cos sin sin 2 ;r r s s s

x x x xyJ J J J J= + α + α + α (19) 

 ( )1 sin cosr s s
xy y xT J J J= − + − α α +

  

 ( ) ( )cos 2 ;s
xy r sJ q p rs+ α −


  (20) 

 ( )2 cos sinr s s
xz xz yzT J J J= − + α + α ×   

 ( );r r rr p q× +  (21) 

 ( )3 sin cos cosr s s
yz xz yzT J J J= − + α α + α ×   

 ( )2 2 ;r rq r× +  (22) 

 

( )( )2 2
4 sin sin 2 cosr s s s

y x xy yT J J J J= + α − α + α −
  

 

( ) ;r s
z z r rJ J q r− +   (23) 

 ( )5 cos sin ;s s
xz yzT J J= − α + α α  (24) 

 

( )
( ) ( ) ( )( ) ]

6 cos sin

sin 2 2 cos 2 sin 2

s s
xz yz

s s s
x xy y r

T J J

J J J p

= − α + α +

+ − α + α + α α −
  

 

( ) ( ) ( )cos 2 2 sin 2 .s s s s
y x yz z rJ J J J q − − α − α + α    (25) 

The above equations provide a systematic un-
derstanding of the nature of the Roll channel 
movement in differential forms with respect to the 
angular rate around the axis X, where xT  is the 
total moments acting on this axis, including those 



Estimating Disturbance Torque Effects on the Stability and Control Performance  
of Two-Axis Gimbal Systems  

 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 63–71 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4, pp. 63–71 

68 

generated by both the motor and friction. Equa-
tions (20)–(25) show the disturbance torques 
caused by the cross-channel relationship. In the 
absence of movement along the Swing channel, 

0α =  and, hence, 5 6 0.T T= =  In this case, the 
components 1 4T T÷  are considered as moments 
caused by the cross-disturbance of a rigid body. 
However, in the presence of movement along the 
Swing channel, moments 5 6,T T  are understood as 
those generated by the object deformation. 

Synthesis of a block diagram for a two-axis 
gimbal system. Fig. 3 presents a block diagram 
outlining the operation of a control system that 
stabilizes the line of sight using a two-axis Yaw-
Pitch gimbal. This diagram was developed based 
on equations (2)–(13) and the model of cross-
disturbance effects described by (6) and (9). In the 
diagram, a DC motor is used with a reduced trans-

fer function in the form 
1

m

m

K
T S+

 [12]. The struc-

ture diagram for a Swing-Roll two-axis gimbal 
system is built solely on the basis of equations 
(15)–(25). The controller is selected from an array 
of the known control laws, depending on the re-
quirements of accuracy, noise damping, robust-
ness, and simplicity of implementation. Since this 
work is aimed at investigating the impact of cross-
disturbance effects and object movement on the 
stability of the line of sight, a canonical PI control-
ler [7, 8] was selected for simulations. A study of 

controllers in terms of damping noise and ensuring 
accuracy will be presented in another paper. 

Disturbance torques that affect the perfor-
mance of two-axis stabilization systems include 
not only effects caused by the cross-channel rela-
tionship due to imbalance, but also those caused 
by the drive system friction [13, 14]. Disturbance 
friction torques acting on the two gimbal systems 
are rather similar, since both of them have two ax-
es. In addition, the effect of friction can be reduced 
by selecting a gimbal system manufactured ac-
cording to a qualitative technology and a motor 
having a sufficient torque. Therefore, in this paper, 
the moment of friction is not considered. 

Accordingly, this section will compare disturb-
ance effects on the two-axis gimbal systems under 
study to provide a basis for selecting and synthe-
sizing a line-of-sight stabilization control system 
for specific application domains. 

In order to ensure the convergence of theoreti-
cal and actual data, all parameters were pre-
calculated and re-calibrated using a parameter 
identification method [15]. The symbols ye  and 

ze  denote the angular error between the line of 
sight and the axis of the homing head issued by the 
target image tracking system (optical or radar). 

Simulation results.  
Input data. The input data is presented in Ta-

ble 1, where pK  and iK  are obtained from the 
PID tuning tool of the MatLab software. 
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Fig. 3. Structure of control system using a Yaw-Pitch gimbal 
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Simulation options. The simulation options 
are presented in Tab. 2, where ,bP bQ  and bR are 
the angular rates of x-axis, y-axis, and z-axis of the 
body, respectively. 

Results. The simulation results for the Yaw-Pitch 
gimbal system under study are presented in Fig. 4, 
where Fig. 4, a shows the simulation results according 
to scenes 1–4 (S1 to S4) based on the input data 
(Tab. 1) for the Azimuth channel. Fig. 4, b displays the 
simulation results according to scenes 1–4 based on 
the input data (Tab. 1) for the Elevation channel. 

Simulation results for the Swing-Roll gimbal 
system are presented in Fig. 5, where Fig. 5, a 
shows the simulation results according to scenes 
1–4 (S1 to S4) based on the input data (Tab. 1) for 
the Swing channel. Fig. 5, b displays the simula-
tion results according to scenes 1–4 based on the 
input data (Tab. 1) for the Roll channel. 

Discussion. The conducted simulations for the 
analyzed four cases of the carrier's rotation, which 
affects the stability and control performance of the 
two types of two-axis gimbals under study, have 
revealed the following. 

1. Under the conditions where the carrier only 
maneuvers along the direction of motion without 
rotating around the x-axis (option 1–3), both gim-
bal systems produce relatively good results. 

2. Under the conditions of the forth scene, 
when the carrier rotates around the x-axis, the 
Yaw-Pitch gimbal system underperforms greatly 
both in terms of overshoot, settling time, and 
steady-state error. These findings are consistent 
with the dynamics of the two types of gimbal sys-
tems synthesized using the mathematical models 
presented above. 

3. When using a Yaw-Pitch gimbal system, the 
selection of some seeker types will require instal-
lation of an additional axis system to stabilize the 
body’s rotation. This, as a result, will produce a 
three-axis gimbal system with a more complicated 
mechanical structure. 

The conducted analysis shows that Swing-Roll 
gimbal systems outperform Yaw-Pitch gimbal sys-
tems in terms of their ability to expand the field of 

Tab. 2. Simulation scenes 

Scene 
Angular rate, deg/s 

Pb Qb Rb 
1 0 0 0 
2 0 1.5 12 
3 0 12 1.5 
4 180 1.5 1.5 

 

Fig. 4. Simulation results for the Yaw-Pitch gimbal system: a – azimuth channel; b – elevation channel 
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Tab. 1. Parameter values of the gimbal system 
Nodes Parameter 

Motor ; 0.85; 0.0135[ ]
1

m
m m

m

K K T s
T S

= =
+

 

Angular rate 
sensor 

2

2 2 ; 0.7; 100 Hz
2

g
g

g gs s

ω
ξ = ω =

+ ξω + ω
 

Moment of 
inertia 

Y

0.0054 0.003 0.002
0.003 0.0025 0.003
0.002 0.003 0.0032

J
− − 

 = − − 
 − 

 

H

0.0024 0.001 0.0005
0.001 0.0012 0.001

0.0005 0.001 0.0018
J

− − 
 = − − 
 − 

 

Controler i
p

KK
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view by eliminating negative cross-disturbance 
effects. However, Swing-Roll systems have the 
disadvantage of large mechanical dimensions due 
to the need to use a slip ring for the Roll axis. This 
increase the amount of calculations necessary to 
transform the coordinate system. 

Conclusion. In this paper, we analyze solu-
tions to the problem of stabilizing and controlling 
the trajectory of a homing head. Mathematical 

models were synthesized for two standard two-
axis gimbal systems – Yaw-Pitch and Swing-
Roll – to investigate cross disturbance effects act-
ing on these systems. Several typical cases were 
simulated for evaluating and comparing disturb-
ance torque effects on the stability and control per-
formance of various gimbal systems. The obtained 
results may serve as a basis for selecting a suitable 
gimbal system for specific practical purposes. 
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Fig. 5. Simulation results for the Swing-Roll gimbal system: a – Swing channel; b – Roll channel 
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Аннотация 
Введение. Следящие радиовысотомеры (РВ) малых высот широко используются в гражданской авиации. 
В этих РВ применяются непрерывные периодические частотно-модулированные сигналы, а измерение высо-
ты основано на обработке сигнала биений. Для этого в РВ организуется замкнутый контур автоматического 
регулирования, задачей которого является поддержание частоты сигнала биений на фиксированном уровне 
за счет изменения параметров излучаемого сигнала – девиации частоты или периода частотной модуляции. 
Существует иной способ построения контура слежения за изменениями высоты, работа которого основана 
на использовании измерительной петли фазовой автоматической подстройки частоты (ФАПЧ), которая под-
страивает опорный сигнал – копию излучаемого сигнала – для получения максимума взаимной корреляции 
сигнала биений и опорного сигнала. Является актуальным сравнение качества функционирования РВ с 
ФАПЧ с известными в настоящее время следящими РВ при использовании различных типов частотной мо-
дуляции излучаемого сигнала. 
Цель работы. Анализ влияния вида частотной модуляции излучаемого РВ сигнала на точность оценки вы-
соты в РВ с измерительным контуром ФАПЧ, а также сравнительный анализ данного РВ с известными сле-
дящими РВ. 
Материалы и методы. Предложена математическая модель следящих РВ и проведено математическое мо-
делирование их работы для случая измерения высоты над гладкой плоской поверхностью. 
Результаты. Сравнительный анализ следящих РВ показал устойчивую работу измерительного контура 
ФАПЧ при работе с сигналами, использующими разные виды частотной модуляции (несимметричной и 
симметричной ЛЧМ, гармонической ЧМ). Оценки высоты в РВ с измерительным контуром ФАПЧ являются 
несмещенными, а их СКО при отношении сигнал/шум большем 10 дБ и при принятых в работе сценарных 
параметрах не превышает 3 см. Сравнение следящего РВ с измерительным контуром ФАПЧ со следящими 
РВ других типов показало, что СКО ошибки у данного типа РВ на порядок меньше. 
Заключение. Следящий высотомер, использующий измерительный контур ФАПЧ, может быть использован 
для измерения высоты полета воздушных судов. Качество получаемых оценок высоты у данного типа РВ 
лучше, чем у других известных следящих РВ. Дальнейшие исследования будут связаны с изучением точно-
сти оценивания высоты у следящих измерителей при работе по шероховатой поверхности и проведению 
натурных испытаний. 

Ключевые слова: радиовысотомер малых высот, следящий радиовысотомер, частотная модуляция, фазовая 
автоматическая подстройка частоты 
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Abstract 
Introduction. Tracking radio altimeters of low altitudes are widely used in civil aviation. These devises use periodic 
frequency modulated continuous wave (FMCW) signals, while altitude measurements are based on processing the 
beat signal processing. For this purpose, a closed automatic control loop is arranged to maintain the frequency of the 
beat signal at a fixed level by changing parameters of the transmitted signal (the frequency deviation or the modula-
tion period). An alternative approach to arranging the tracking loop for altitude variations is based on the use of a 
phase locked loop (PLL), which adjusts the reference signal – a copy of the emitted signal – to obtain the maximum 
cross-correlation of the beat and reference signals. А comparative analysis of short-range radio altimeters with other 
currently known tracking radio altimeters for various types of frequency modulation of the transmitted signal seems 
to be a relevant research task. 
Aim. An analysis of the influence of the type of frequency modulation on the accuracy of altitude estimation in a 
PLL-based radar altimeter, as well as a comparative analysis of this altimeter with other known tracking altimeters. 
Materials and methods. Mathematical models of tracking radio altimeters are proposed, and a computer simulation 
of their performance is carried out for the case of altitude estimation over a smooth flat surface. 
Results. The conducted comparative analysis of tracking radio altimeters confirmed the effectiveness of the PLL when 
processing signals of different frequency modulation type (sawtooth, triangular, and harmonic FM). Altitude estimates 
produced by PLL-based radar altimeters are unbiased, with their standard deviation not exceeding 3 cm for the signal-
to-noise ratio of greater than 10 dB and under the scenario parameters adopted in the work. The conducted comparison 
with other tracking altimeters showed that estimation errors of this radar altimeter are an order of magnitude smaller. 
Conclusion. A PLL-based tracking radar altimeter can be used to estimate the height of the aircraft flight. The quality 
of altitude estimates produced by this device is higher than those produced by other known tracking radio altimeters. 
Further research and field tests will investigate the accuracy of altitude estimation when working over a rough surface. 
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Введение. Радиовысотомеры (РВ) малых 
высот с непрерывным сигналом широко ис-
пользуются в гражданской авиации [1–4]. Эти 
бортовые автономные системы позволяют из-
мерять высоту воздушных судов вплоть до 
значений около 1500 м на основе частотного 
метода измерения дальности. Метод предпо-
лагает частотную модуляцию (ЧМ) излучаемо-
го сигнала и измерение средней частоты сиг-
нала биений (СБ), которая вне зависимости от 
вида модулирующего колебания пропорцио-
нальна высоте РВ над отражающей поверхно-
стью. Принципиально возможны 3 вида ЧМ: 

несимметричная линейная (НЛЧМ), симмет-
ричная линейная (СЛЧМ) и гармоническая 
(ГЧМ). На практике обычно используются пи-
лообразные виды модуляции, поскольку для 
гармонической ЧМ характерен более широкий 
спектр СБ. 

По типу измерителя РВ делятся на прямо-
отсчетные (неследящие) и следящие. В прямо-
отсчетных РВ измерение высоты происходит 
посредством оценки СБ [5–7], которая может 
быть реализована либо простым подсчетом 
числа пересечений СБ нулевого уровня, либо 
методами спектрального анализа. Следящие РВ 
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используют контур автоматического регулиро-
вания для поддержания постоянства средней 
частоты СБ при изменении высоты РВ [1, 8, 9]. 
Фиксация значения частоты СБ осуществляется 
подстройкой девиации или периода модуляции 
зондирующего сигнала. 

В предыдущих работах авторов [9, 10] был 
предложен новый тип следящего РВ, в кото-
ром высота измеряется с помощью измери-
тельного контура фазовой автоматической 
подстройки частоты (ФАПЧ) [12]. Оценка па-
раметров сигналов на основе ФАПЧ нашла 
применение в различных областях техники 
[13–17]. Поэтому логичным и естественным 
становится развитие этой технологии для ис-
пользования в РВ при обработке СБ. Слеже-
ние за изменениями высоты в данном РВ реа-
лизуется за счет максимизации взаимной кор-
реляции СБ и опорного сигнала (ОС). Фазовая 
структура ОС подобна фазовой структуре СБ. 
Это подобие поддерживается замкнутым кон-
туром ФАПЧ. 

Целью настоящей статьи является анализ 
влияния вида ЧМ излучаемого РВ сигнала на 
точность оценки высоты в РВ с измерительным 
контуром ФАПЧ, а также сравнительный анализ 
данного РВ со следящими РВ, в которых посто-
янство частоты СБ поддерживается подстройкой 
девиации частоты или периода модуляции зонди-
рующего сигнала. Сравнительный анализ трех 
типов следящих РВ осуществлен в статье на ос-
новании их математических моделей. 

РВ с измерительным контуром ФАПЧ. РВ 
непрерывного излучения с контуром ФАПЧ в 
качестве измерителя относится к классу ЛЧМ РВ 
малых высот [3, 4] и подробно описан в [9, 10]. 
Петля фазовой автоподстройки организована 
таким образом, чтобы происходила настройка 
ОС ( )re t  по СБ ( )b ,e t  который получается на 
выходе смесителя приемника РВ. 

Структурная схема измерительного контура 
ФАПЧ представлена на рис. 1. Контур состоит 
из фазометра ФМ, который вычисляет разность 
фаз ( )t∆Φ  СБ и ОС; фазового преобразователя 
ФП, выполняющего линеаризацию ( )t∆Φ  на 
периоде модуляции m;T  генератора опорного 
сигнала ГОС; усредняющего сумматора ,Σ  
формирующего значение средней разности фаз 

[ ]n∆Φ  на n-м периоде модуляции; масштаби-
рующего преобразователя с коэффициентом 
передачи ,κ  выходным сигналом которого яв-
ляется сигнал ошибки ;ε  цифрового сглажива-
ющего фильтра ( ) ,K z  в состав которого вхо-
дит интегрирующее звено нужного порядка 
астатизма. Выходным сигналом интегрирую-
щего звена является оценка высоты ˆ .H  Благо-
даря контуру подстройки ОС в рассматривае-
мом РВ удается создать режим слежения за вы-
сотой полета воздушных судов. В зависимости 
от вида используемой ЧМ математическая мо-
дель контура несколько изменяется: при НЛЧМ 
необходимость в ФП отпадает, поскольку на 
всем периоде модуляции частота СБ сохраняет 
свой знак. Зоны обращения фазы при этом ви-
де модуляции практически не влияют на фазо-
вую структуру СБ, так как их длительность 
равна времени задержки, а частота СБ на этих 
интервалах приближается к девиации частоты 
излучаемого сигнала и не попадает в полосу 
контура слежения. Кроме того, коэффициент 
передачи κ  имеет различные значения для 
указанных видов ЧМ: НЛЧМ ;cκ = ∆Ω  

( )СЛЧМ 2 ;cκ = ∆Ω  ( )ГЧМ 2 .cκ = ∆Ω  
Следящий РВ с подстройкой девиации. 

Данный РВ подробно исследован в [8]. Рас-
смотрим его математическую модель. 

Пусть на n-м периоде модуляции длитель-
ностью mT  РВ излучает непрерывный  

сигнал ( )t m, , 0s n Tτ ≤ τ ≤  с СЛЧМ, частота 
которого 

( )
[ ]

[ ] [ ]
m

t
m m

, 0 2;
,

2 , / 2 ,
n T

n
n n T T

 ν τ ≤ τ ≤
ω τ = 

∆Ω − ν τ ≤ τ ≤
 

где [ ] [ ] m2n n Tν = ∆Ω  – скорость изменения ча-

стоты; [ ] [ ]2n F n∆Ω = π∆  – девиация частоты. 

 

Рис. 1. Математическая модель измерительного  
контура ФАПЧ 

Fig. 1. Simulation model of the Phase-Locked Loop (PLL) 

ФМ ФП 

ГОС 

Σ  

κ  ( )K z  
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Частота принятого сигнала ( )r ,s nτ , если РВ 
находится над поверхностью на высоте H: 

( )
[ ]( )

[ ]( )
[ ] [ ]( )

r

H H

H H m H

H m H m

,

, 0 ;
, 2 ;

2 , 2 ,

n

n
n T

n n T T

ω τ =

 − ν τ − τ ≤ τ ≤ τ
= ν τ − τ τ ≤ τ ≤ + τ
 ∆Ω − ν τ − τ + τ ≤ τ ≤

 

где H 2H cτ =  – время задержки. 
Фаза СБ 

( ) ( ) ( ) ( )b r t, , , exp , ,e n s n s n i n∗  τ = τ τ = ρ ϕ τ   

где ∗  – комплексное сопряжение; ρ  – ком-
плексная амплитуда, равна: 

( ) ( ) ( )r t
0

, , , .n n n d
τ
 ϕ τ = ω τ −ω τ τ ∫  

Мгновенная частота СБ 

( ) ( ) ( ) ( )b r t
,, , ,d nn n n

d
ϕ τ

 ω τ = = ω τ −ω τ τ
 

изменяется во времени и равна: 

( )

[ ]
( )

b

H H

H H m

m H m m m H

H m H m

,

2 , 0 ;
, 2;2

2 , 2 2 ;
, 2 .

n

Tn
T T T T

T T

ω τ =

 τ − τ ≤ τ ≤ τ
 −τ τ ≤ τ ≤∆Ω = 
τ − τ − ≤ τ ≤ + τ

 τ + τ ≤ τ ≤

 

Как следует из последнего уравнения, 
( ) [ ]b H, 0n nω τ = −ν τ <  при H m 2Tτ ≤ τ ≤  и 

( ) [ ]b H, 0n nω τ = ν τ >  при m H m2 .T T+ τ ≤ τ ≤  

В силу знакопеременности ( )b ,nω τ  измерять 
частоту СБ следует раздельно для интервалов 
[ ]m0, 2T  и [ ]m m2, .T T  Оценить частоту мож-
но, вычисляя градиент фазы: 

( ) ( )

( ) ( )

m s

m s

m

b b
s 0

b b
s

2
s

s
2

1 arg , , ;

1 arg , , ,

TT

T T

T

e n e T n d
T

e n e T n d
T

−
∗

−

∗
+

−

  
ω = τ τ + τ ∫
   


 
 ω = τ τ + τ∫
   

 

где sT  – период дискретизации СБ. Тогда оцен-
ка средней частоты СБ 

[ ] [ ]b H
1 .
2

n n−+ω = ω −ω ν τ  

Для измерения высоты носителя РВ в сле-
дящем режиме организуем следящий контур, 
который на каждом периоде модуляции сигнала 
подстраивает девиацию [ ]n∆Ω  излучаемого 
сигнала таким образом, чтобы средняя частота 
СБ [ ]b nω  была примерно постоянной и равной 
( )0
b .ω  Учитывая, что время задержки Hτ  при 

фиксированной частоте постоянно и не зависит 
от параметров сигнала РВ, существует следу-
ющая связь между средней частотой СБ и де-
виацией частоты излучаемого сигнала: 

[ ]
[ ]

( )0
b b

0

1 ,n
n

ωω
= =

∆Ω ∆Ω µ
 

где 0∆Ω  – девиация частоты, при которой 

( ) ( )
;0

b btω = ω  µ  – постоянный коэффициент. 
Тогда 

[ ] [ ] ( )0
0 b b .n n ∆Ω = ∆Ω +µ ω −ω   

На основании данного уравнения для РВ 
рассматриваемого типа можно предложить ма-
тематическую модель, структурная схема кото-
ро й показана на рис. 2. 

Модель работает следующим образом. Вход-
ным сигналом контура является частота настройки 
( )0
b .ω  Сигнал ошибки [ ] ( ) [ ]0

bbx n n= ω −ω  по-
ступает на сглаживающий фильтр, в состав ко-
торого входят интеграторы, обеспечивающие 
нужный порядок астатизма всего контура сле-
жения. Выходной сигнал фильтра [ ]y n  посту-
пает на усилительное звено с коэффициентом 
передачи .µ  Выходной сигнал звена поступает 

 

Рис. 2. Математическая модель следящего контура  
РВ с ∆F = var 

Fig. 2. Simulation model of the automatic control loop  
with ∆F = var 
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на первый вход сумматора. На второй вход по-
дается сигнал 0.∆Ω  В результате суммирова-

ния получается сигнал [ ].n∆Ω  После прохож-
дения звена с коэффициентом передачи 

m2 Tκ =  из этого сигнала формируется сигнал, 
равный скорости изменения частоты излучае-
мого сигнала [ ] [ ] m2 .n n Tν = ∆Ω  Этот сигнал 
поступает на звено с коэффициентом передачи, 
равным времени задержки H 2 ,H cτ =  на вы-
ходе которого получается сигнал, равный сред-
ней частоте СБ [ ]b .nω  Таким образом модели-
руется внешний контур РВ – канал распростра-
нения сигнала. 

Схемы следящих контуров при НЛЧМ и 
ГЧМ не отличаются от схемы на рис. 2, изме-
няется только значение коэффициента передачи 
κ при НЛЧМ – m1 .Tκ =  

Следящий РВ с подстройкой периода по-
вторения. Данный принцип нашел широкое 
распространение в РВ отечественного произ-
водства и подробно исследован в [1, 9]. Рас-
смотрим следящий контур, который на каждом 
периоде модуляции подстраивает частоту мо-
дуляции m m2 TΩ = π  излучаемого сигнала та-
ким образом, чтобы средняя частота СБ на n-м 
периоде модуляции [ ]b nω  была фиксирован-

ной и равной ( )0
b .ω  Учитывая, что время за-

держки Hτ  при фиксированной частоте посто-
янно и не зависит от параметров сигнала РВ, 
существует аналогичная предыдущему вариан-
ту следящего измерителя связь между средней 
частотой СБ и частотой модуляции излучаемо-
го сигнала: 

( )
( )

( )0
b b

m m0

1 ,t
t

ωω
= =

Ω Ω µ
 

где m0Ω  – частота модуляции, при которой 

( ) ( )
;0

b btω = ω  µ  – постоянный коэффициент.  
Тогда 

( ) ( ) ( )0
m m0 b b .t t 

  Ω =Ω +µ ω −ω  

На основании данного уравнения для РВ 
рассматриваемого типа можно предложить ма-

тематическую модель следящего контура, 
структурная схема которой показана на рис. 3. 

Коэффициент передачи ( )2 Fκ = ∆Ω π = ∆  
для НЛЧМ и 2 Fκ = ∆Ω π = ∆  для СЛЧМ и ГЧМ. 

Оценка точности РВ. Качество оценки вы-
соты рассмотренными моделями следящих РВ 
при излучаемых сигналах с НЛЧМ, СЛЧМ и 
ГЧМ исследуется в описываемой работе мето-
дом математического моделирования. Для ма-
тематического эксперимента использованы 
следующие сценарные параметры: 

– высота РВ H = 150 м; 
– скорость движения носителя РВ v = 0 м/с; 

– частота биений ( )0
bω = 300 кГц; 

– девиация частоты 0∆Ω = 100 МГц; 

– период модуляции Tm = 1 мс; 
– частота свободных колебаний контура  

cω = 2π·10 рад/с; 
– перерегулирование следящего контура 

∆ = 0.3; 
– период дискретизации Ts = 0.125 мкс. 
Цифровой фильтр следящих контуров РВ 

имеет второй порядок астатизма и синтезиро-
ван методом билинейного преобразования [18], 
используя в качестве аналогового прототипа 
линейное звено с коэффициентом передачи 

( ) ( )
2

1
,

k p
K p

p

τ +
=  

где k – статический коэффициент усиления и  
τ  – постоянная времени фильтра выбирались 
таким образом, чтобы замкнутый следящий 
контур имел заданные сценарные параметры 

cω  и .∆  

 

Рис. 3. Математическая модель следящего контура  
РВ с Tm = var 

Fig. 3. Simulation model of the automatic control loop  
with Tm = var 
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Эксперимент организован таким образом, 
что для каждого вида ЧМ и типа следящего РВ 
были получены зависимости смещения Hb  и 
среднеквадратической ошибки (СКО) Hσ  
оценки высоты от отношения сигнал/шум 
(ОСШ) 2.q  Результаты моделирования пред-
ставлены на рис. 4–7. 

Графики на рис. 4–7 свидетельствуют о 
том, что при 2q ≤  10 дБ у РВ с измерительным 
контуром ФАПЧ могут возникать аномальные 

ошибки, вызванные появлением локальных 
максимумов взаимно корреляционной функции 
СБ и ОС. При 2q ≤  10 дБ оценки высоты в РВ 
с измерительным контуром ФАПЧ являются 
несмещенными ( )H 0 м ,b ≈  а их СКО Hσ  мала 

и не превышает 3.3 см при 2q =  10 дБ. РВ с 
СЛЧМ и ГЛЧМ имеют примерно одинаковую 
точность. При 2 10 дБq =  СКО оценок  

Hσ =  1.3 см. РВ с НЛЧМ-сигналом обладает 
худшей точностью по сравнению с РВ с СЛЧМ 

 

Рис. 4. Зависимости смещения и СКО оценки высоты от ОСШ для следящего РВ с контуром ФАПЧ  
при различных типах частотной модуляции излучаемого сигнала 

Fig. 4. Plots of the altitude estimate bias and standard deviation versus the SNR for a PLL-based radio altimeter  
for different types of frequency modulation 
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Рис. 5. Зависимости смещения и СКО оценки высоты от ОСШ для следящих РВ с НЛЧМ-сигналом 
Fig. 5. Plots of the altitude estimate bias and standard deviation versus the SNR  

for radio altimeters transmitting the sawtooth frequency modulated signal 
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Рис. 6. Зависимости смещения и СКО оценки высоты от ОСШ для следящего РВ с СЛЧМ-сигналом  
Fig. 6. Plots of the altitude estimate bias and standard deviation versus the SNR for radio altimeters  

transmitting the triangular frequency modulated signal 
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и ГЛЧМ. Причиной этого являются разрывы 
мгновенной частоты биений у СБ в зонах об-
ращения фазы. В этих зонах значение частоты 
СБ близко к значению девиации частоты ,F∆  и 
при моделировании эти зоны удалялись, по-
скольку СБ в эти интервалы времени выходит 
из полосы тракта обработки. 

Сравнение следящего РВ с контуром ФАПЧ 
с двумя другими следящими РВ свидетельству-
ет о безусловном превосходстве первого. Как 
видно из рис. 5–7, при любом виде ЧМ зонди-
рующего сигнала оценки, получаемые в следя-
щих РВ с подстройкой девиации частоты или 
периода модуляции, являются смещенными, а 
их СКО на порядок больше. 

Заключение. Проведенный в работе анализ 
трех типов следящих РВ показал устойчивую 
работу измерительного контура ФАПЧ при из-
лучении сигналов с разными видами ЧМ 
(несимметричной ЛЧМ, симметричной ЛЧМ, 
гармонической ЧМ). Наилучшие результаты по 
точности показали РВ с симметричной и гар-

монической ЧМ излучаемого сигнала, что объ-
ясняется отсутствием разрывов мгновенной 
частоты в зонах обращения фазы СБ при этих 
видах ЧМ. Оценки высоты в РВ с измеритель-
ным контуром ФАПЧ являются несмещенны-
ми. Зависимости их СКО от ОСШ носят харак-
терный для оптимальных измерителей вид: при 
ОСШ меньшем 10 дБ у этих зависимостей есть 
зона аномальных ошибок, при отношении сиг-
нал/шум большем 10 дБ СКО оценок высоты 
уменьшается обратно пропорционально значе-
нию ОСШ и при принятых в работе сценарных 
параметрах не превышает 3 см. Сравнение сле-
дящего РВ с измерительным контуром ФАПЧ 
со следящими РВ других типов (с подстройкой 
девиации частоты или периода модуляции из-
лучаемого сигнала) показало, что СКО ошибки 
у данного типа РВ на порядок меньше. Даль-
нейшие исследования будут связаны с изучени-
ем точности оценивания высоты у следящих 
измерителей при работе по шероховатой по-
верхности и проведению натурных испытаний. 
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Аннотация 
Введение. Твердотельный волновой гироскоп (ТВГ) является одним из перспективных датчиков инерциаль-
ной информации, применяемых в составе навигационных систем летательных и космических аппаратов. 
В последнее десятилетие большое внимание уделяется проблеме повышения точности ТВГ. Одним из воз-
можных решений актуальной проблемы повышения точности измерений инерциальных навигационных 
приборов является применение алгоритмов, что и послужило причиной проведения работы, по результатам 
которой написана настоящая статья. 
В АО "НИИ командных приборов" в рамках научно-исследовательской работы разрабатывается датчик угло-
вой скорости (ДУС) компенсационного типа на базе ТВГ с металлическим резонатором цилиндрической 
формы, электростатической системой возбуждения колебаний и съема информации, с цифровой обратной 
связью. 
Цель работы. Разработать методы повышения точности ТВГ на основании связи между каналами измере-
ния и возбуждения, а также с помощью учета погрешности замыкания обратной связи. 
Материалы и методы. Для получения информации о выходном сигнале чувствительного элемента исполь-
зовано быстрое преобразование Фурье. Для управления воздействием на чувствительный элемент применен 
ПИД-регулятор. 
Результаты. Разработаны методы повышения точности ДУС на базе ТВГ посредством компенсации по-
грешностей выходного сигнала. Эксперименты подтвердили корректность работы предложенного метода. 
В результате применения разработанного алгоритма снижения нестабильности нулевого сигнала скорости 
среднеквадратическое отклонение этого сигнала в запуске уменьшилось на 76.4 %. В результате применения 
метода повышения точности с помощью нескомпенсированной составляющей среднеквадратическое откло-
нение уменьшилось на 69.52 %. 
Заключение. Результаты экспериментов наглядно демонстрируют возможность значительного улучшения 
характеристик прибора за счет применения различных математических алгоритмов обработки информации. 
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Abstract 
Introduction. Wave solid-state gyroscopes (SWG) are promising sensors of inertial information used in the naviga-
tion systems of air- and spacecrafts. Over the past decade, much attention has been paid to the problem of improving 
the accuracy of SWGs. The accuracy of measurements performed by inertial navigation instruments can be in-
creased by developing effective algorithms, which fact determines the relevance of the present study. Research 
works conducted at the JSC Research Institute of Command Instruments are aimed at developing a compensation-
type angular velocity sensor (AVS) based on an SWG with a cylindrical metal resonator, an electrostatic system for 
excitation of oscillations and information readout, with a digital feedback. 
Aim. To develop methods for increasing the accuracy of SWGs based on the connection between the measurement 
and excitation channels, as well as accounting for the uncompensated component. 
Materials and methods. To obtain information about the output signal of the sensing element (SE), the fast Fourier 
transform (FFT) method was used. A PID controller was used to control the effect on the sensitive element. 
Results. Methods for increasing the accuracy of an SWG-based AVS by means of compensating the output signal 
errors were proposed, whose correctness was confirmed experimentally. The use of the developed algorithm for re-
ducing the instability of the zero-velocity signal allowed its root-mean-square deviation at startup to be decreased by 
76.4 %. The application of the developed method for increasing the accuracy using the uncompensated component 
led to a decrease in the standard deviation by 69.52 %. 
Conclusion. The obtained experimental results demonstrate the possibility of improving SWG characteristics signif-
icantly by using various mathematical algorithms for processing information. 
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Введение. В основе работы любого твердо-
тельного волнового гироскопа (ТВГ) лежит яв-
ление инертности стоячих упругих волн коле-
баний, впервые реализованное в 1982 г. амери-
канским физиком Д. Линчем [1]. Строго теоре-
тически эффект инертности упругих волн для 
резонатора любой формы обоснован в 1983 г. 
российскими учеными-механиками В. Ф. Жу-
равлевым и Д. М. Климовым [2]. 

ТВГ является одним из перспективных дат-
чиков инерциальной информации, применяе-
мых в составе навигационных систем летатель-
ных и космических аппаратов [3, 4]. В послед-
нее десятилетие большое внимание уделяется 
проблеме повышения точности приборов ука-
занного типа [5–8]. 

ТВГ сочетают в себе такие свойства, как 
надежность, низкая стоимость, высокая точ-
ность, малые габариты, малое время готовно-
сти, большой запас технического ресурса, со-
хранение инерциальной информации при крат-
ковременном отключении электропитания. С 
момента открытия ТВГ прошло незначитель-
ное время, поэтому возможно дальнейшее по-
вышение его точности и других характеристик. 

В АО "НИИ командных приборов" в рамках 
научно-исследовательской работы создается 
датчик угловой скорости (ДУС) компенсацион-
ного типа на базе ТВГ. В процессе эксперимен-
тов с макетом выявлены взаимосвязи между 
параметрами напряжения в разных каналах ма-
кета. Под каналом в рассматриваемом случае 



Алгоритмы повышения точности твердотельного волнового гироскопа 
Algorithms for Increasing the Accuracy of Solid-State Wave Gyroscopes 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 81–89 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4, pp. 81–89 

83 

понимается соединенная пара электродов, 
напряжение на которых соответствует колеба-
нию кромки чувствительного элемента (ЧЭ) в 
точке размещения электрода. 

В ходе эксперимента выявлены и решены 
две проблемы. Первая заключалась в неста-
бильности нулевого сигнала. При статических 
испытаниях в измерительном канале наблюда-
ется некоторая гармоническая составляющая 
напряжения, параметры которой непостоянны, 
что влияет на точность измерений. Для реше-
ния этой проблемы выявлена причина неста-
бильности и разработан алгоритм, снижающий 
влияние указанной составляющей сигнала. 

Вторая проблема заключалась во влиянии 
методической погрешности замыкания обрат-
ной связи на точность измерений. Поскольку 
ТВГ является прибором компенсационного ти-
па, точность полученных с его использованием 
измерений зависит, в том числе, от алгоритма 
замыкания обратной связи. 

Так как синтез идеального регулятора невоз-
можен из-за наличия нелинейности, вызванной 
свойствами материала резонатора и влиянием 
окружающей среды, а компенсация происходит 
с запаздыванием, было принято решение увели-
чить точность за счет сложения напряжения ком-
пенсации и нескомпенсированной составляющей. 

В настоящей статье описаны разработка и 
пременение указанного алгоритма. 

Описание исследуемой системы. Работа 
проводилась с макетом ТВГ, разработанным в АО 
"НИИ командных приборов", представляющим 
собой металлический резонатор цилиндрической 
формы (ЧЭ) M1 с электростатической системой 
возбуждения колебаний и съема информации 
(рис. 1). В качестве вычислительного устройства 
использовался 32-разрядный контроллер. 

Система возбуждения и детектирования 
колебаний в ЧЭ представляет собой 4 пары 
диаметрально противоположных электродов 
M2, смещенных друг относительно друга в 
поперечном сечении на угол 45°, образующих 
4 канала: 

1. Е1–E5 – возбуждения колебаний резонатора. 
2. Е3–E7 – измерения колебаний резонатора. 
3. Е2–E6 – измерения сигнала угловой ско-

рости. 
4. Е4–E8 – компенсации выходного сигнала. 

Корпус резонатора подключен к общему 
проводу. 

В рассматриваемом макете применен пози-
ционный метод возбуждения колебаний резона-
тора. Он заключается в том, что переменное 
напряжение с частотой, в 2 раза меньшей часто-
ты собственных колебаний, подается на пару 
электродов канала возбуждения (Е1–E5), распо-
ложенных на оси начальной ориентации стоячей 
волны. Возбуждение колебаний ЧЭ состоит из 
этапа начального возбуждения и этапа стабили-
зации амплитуды колебаний. Цель этапа началь-
ного возбуждения заключается в возбуждении в 
резонаторе колебаний заданной амплитуды на 
его резонансной частоте. Этот этап длится до 
достижения амплитуды колебаний, стремящейся 
к заданной. После этапа возбуждения начинает-
ся этап стабилизации амплитуды, который за-
ключается в подаче напряжения, удерживающего 
заданную амплитуду колебаний в канале измере-
ния колебаний резонатора (Е3–E7) с высоким 
уровнем стабильности. 

Для работы ТВГ в качестве ЧЭ необходимо 
реализовать две обратные связи – одну для кон-
тура возбуждения (между каналом возбужде-
ния колебаний и каналом их измерения), дру-
гую для контура измерения угловой скорости 
(между каналом измерения сигнала угловой 
скорости (Е2–E6) и каналом компенсации вы-
ходного сигнала (Е4–E8). 

Математическое описание упругих колеба-
ний резонатора. Контроль упругих колебаний 

 

Рис. 1. Схема расположения электродов ТВГ 
Fig. 1. A scheme of electrode positioning in a solid-state 

wave gyroscope 
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резонатора и измерение параметров волновой 
картины колебаний осуществляются с помо-
щью системы силовых и измерительных элек-
тростатических электродов, расположенных 
вблизи свободного края резонатора. С помо-
щью управляющих датчиков возбуждается пер-
вичная волна. При вращении гироскопа по 
причине инертных свойств волн возникает вто-
ричная волна, пучности которой совпадают с 
узлами первичной волны. Результирующая 
волна является суперпозицией двух описанных 
волн, повернутых друг относительно друга на 
угол 90°. Инерциальная информация определя-
ется измерением колебаний резонатора. В ре-
жиме вынужденных колебаний вычисляется 
угловая скорость гироскопа относительно 
инерциального пространства, т. е. гироскоп ра-
ботает как датчик угловой скорости. В режиме 
свободных колебаний вычисляется угол пово-
рота гироскопа в инерциальном пространстве, 
т. е. гироскоп работает в интегрирующем ре-
жиме. 

В [9] исследуются погрешности таких ги-
роскопов с различными формами колебатель-
ного резонатора. Погрешности изготовления 
резонатора (переменная плотность, толщина и 
др.) нарушают симметрию упругих свойств и 
приводят к биениям резонатора, в которых из-
гибные колебания совершаются на двух близ-
ких частотах [10]. 

Математическое описание упругих колеба-
ний резонатора имеет вид [11] 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

1 2

2

1.6 2
0.2 ;

1.6 2
0.2 ,

C t S t C t C t
f t

S t C t S t S t
f t

− Ω + ζν + ν =
= −

− Ω + ζν + ν =
= −

  

  

 (1) 

где ( ) ,C t  ( )S t  – функции времени колебаний 
кромки резонатора, соответствующие напряже-
нию в каналах Е3–E7 и Е2–E6 соответственно; 
Ω – измеряемая угловая скорость; ν – собствен-
ная частота второй моды колебаний резонатора; 
ζ – коэффициент колебательности; ( )1 ,f t  ( )2f t  – 
функции времени гармонических сил возбужде-
ния и управления колебаниями соответственно. 

Первое уравнение описывает упругие коле-
бания резонатора по осям каналов Е1–Е5, Е3–
E7 (первичные колебания); второе – по осям 
каналов Е2–Е6, Е4–E8 (вторичные колебания). 

Если значением угловой скорости Ω можно 
пренебречь, уравнения (1) интегрируются неза-
висимо друг от друга. В противном случае 
уравнения связаны между собой за счет влия-
ния сил Кориолиса. 

Вхождение угловой скорости Ω в оба урав-
нения (1) показывает связь амплитуд первич-
ных и вторичных колебаний при повороте ТВГ. 

Компенсационный режим ДУС обеспечива-
ется замыканием обратной связи в контуре из-
мерения угловой скорости. Выходной сигнал 
ТВГ состоит из нескольких кратных гармоник. 
Рабочей является вторая гармоника, поскольку 
радиальное перемещение кромки резонатора на 
ней наибольшее. 

Повысить точность гироскопа можно с по-
мощью алгоритмов компенсации, использую-
щих значения параметров ТВГ [12]. 

Математическое описание обработки 
выходного сигнала. Для работы с ЧЭ ТВГ 
необходимо выделить параметры рабочей гар-
моники – амплитуду и фазу. 

Периодический сигнал ( )s t  можно пред-
ставить в виде [13] 

 ( ) ( ) ( )0

1
sin cos ,

2 n n
n

As t A n t B n t
∞

=
 = + ω + ω ∑   

где 0,A  ,nA  nB  – коэффициенты Фурье; ω – 
круговая частота; n – номер гармоники; t – время. 

Исходя из этого представления можно рас-
считать амплитуду и начальную фазу входяще-
го сигнала, используя фурье-анализ [14, 15]. 

Из дискретного сигнала указанные пара-
метры можно определить по следующим фор-
мулам [16]: 
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sin ;
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t
t

dA X t
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где N – количество точек исследуемого массива; 
tX  – отсчет дискретного сигнала; ω – частота 

искомого сигнала; Ampl  – амплитуда искомого 
сигнала; φ – начальная фаза искомого сигнала; 
T – период сигнала; TN  – количество периодов. 

Выходным сигналом в канале скорости яв-
ляется сумма сигнала смещения стоячей волны 
от вращения основания прибора и сигнала 
компенсации. При известных параметрах ам-
плитуды и фазы каждого из этих сигналов 
можно получить параметры выходного сигнала 
по формулам, применяемым для гармониче-
ских сигналов одинаковой частоты: 

 ( ) ( )
( )

1 1к к изм изм

к к

sin sin
sin ;

i i i i

i i

A A
A

− −
ϕ + ϕ =
= ϕ  (8)
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где
1кi

A
−

 – амплитуда сигнала компенсации на 

предыдущем шаге; измi
A  – амплитуда смещения 

стоячей волны от вращения основания прибо-
ра; кi

A  – амплитуда выходного сигнала; 
1кi−

ϕ  – 

начальная фаза сигнала компенсации на преды-
дущем шаге; измi

ϕ  – начальная фаза смещения 

стоячей волны от вращения основания прибора; 

кi
ϕ  – начальная фаза выходного сигнала. 

Таким образом происходит расчет парамет-
ров полезного сигнала в канале скорости и па-
раметров напряжения в канале компенсации. 
На основании указанных расчетов определяют-
ся параметры сигнала, который нужно ввести в 
канал обратной связи в контуре измерения уг-
ловой скорости, в результате чего амплитуда 
выходного сигнала, измеряемого в канале ско-
рости, должна стремиться к нулю. 

Так как ТВГ является прибором компенса-
ционного типа, параметры напряжения, кото-
рое подается на электроды E4, Е8 (канал ком-
пенсации) для компенсации колебаний элек-
тродов E2, Е6 (канал скорости), несут инфор-
мацию об угловой скорости. На рис. 2 пред-
ставлен результат математического моделиро-
вания данного алгоритма, где 1 –
компенсируемый сигнал, состоящий из трех 
гармоник, до его фильтрации по формулам (2)–
(7); 2 – компенсируемый сигнал после прохож-
дения фильтра; 3 – сигнал компенсации. Вер-
тикальной штрихпунктирной линией отмечен 
момент замыкания обратной связи. 

Из результатов моделирования видно, что 
после замыкания обратной связи амплитуда 
компенсируемого сигнала не равна нулю. Дан-
ная нескомпенсированная составляющая вы-
звана запаздыванием компенсации и методиче-
ской погрешностью алгоритма. 

Изменение напряжения в канале компенса-
ции происходит на некотором интервале вре-

 

Рис. 2. Результат моделирования осциллограммы выходного сигнала в канале скорости: 
1 – компенсируемый сигнал до фильтрации; 2 – компенсируемый сигнал после фильтрации; 3 – сигнал компенсации. 

Штрихпунктирной линией отмечен момент замыкания обратной связи 
Fig. 2. Results of modeling the waveform of an output signal in the velocity channel: 

1 – compensated signal before filtering; 2 – compensated signal after filtering; 3 – compensation signal.  
The moment of feedback closure is marked with a dash-dotted line 
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мени, поэтому напряжение компенсации можно 
представить в следующем виде: 

 к
1

;
i i

N

i
U UΩ

=
= ∆∑   

 ( )
1к ,

i i
U U U

−Ω∆ = − Ω   

где кi
U  – напряжение компенсации на i-м шаге 

компенсации; 
i

UΩ∆  – изменение напряжения на 

i-м шаге компенсации; ( )U Ω  – напряжение в 
канале скорости, вызванное угловой скоростью. 

Значение сигнала, который несет информацию 
об угловой скорости, можно представить в следу-
ющем виде: 

 изм к 0 ,
i i

S U U= −  (11) 

где 0U  – гармоническая составляющая сигнала, 
вызванная погрешностями изготовления. 

Амплитуда сигнала, подаваемого для ком-
пенсации измерений скорости, несет информа-
цию о значении угловой скорости, а фаза – о ее 
направлении. Расчет данных параметров про-
исходит по формулам (2)–(7). 

На основании зависимостей первичных и 
вторичных колебаний резонатора (1) разработа-
ны описанные далее методы снижения погреш-
ностей выходного сигнала ДУС на базе ТВГ. 

Снижение нестабильности нулевого сиг-
нала скорости. Экспериментально выявлено, 
что в канале скорости присутствует гармониче-
ская составляющая той же частоты, что и по-
лезный сигнал. Данная составляющая была 
измерена как сигнал в канале скорости при от-
сутствии вращения. Также было эксперимен-
тально установлено, что изменение напряже-
ния в канале возбуждения вследствие исполь-
зования ПИД-регулятора в контуре возбужде-
ния (который удерживает параметры первич-
ных колебаний резонатора около постоянных 
значений) приводит к изменению этой состав-
ляющей и, как следствие, к нестабильности 
нулевого сигнала скорости. 

На основании данного наблюдения и нали-
чия связи между колебаниями в каналах пер-
вичных и вторичных колебаний (1) разработан 
алгоритм уменьшения указанной нестабильно-
сти с учетом изменения амплитуды напряжения 
возбуждения резонатора [12], блок-схема которо-

го изображена на рис. 3, где вU  – напряжение 
возбуждения; кU  – напряжение компенсации; 

в0U  – начальное напряжение возбуждения; 

1,U  2U  – напряжения, вызываемые первичны-
ми и вторичными колебаниями резонатора со-
ответственно. Сложение происходит по форму-
лам (8)–(10). 

Представленный алгоритм предназначен для 
повышения точности измерения угловой скоро-
сти. Испытания показали, что в результате при-
менения алгоритма нестабильность выходного 
сигнала значительно уменьшена. Результат испы-
тания алгоритма на макете приведен на рис. 4. 

После обработки выходного сигнала ТВГ 

 

Рис. 3. Блок-схема алгоритма уменьшения 
нестабильности нулевого сигнала скорости 

Fig. 3. A block diagram of the algorithm  
for reducing the instability of the zero-velocity signal 
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Рис. 4. Тестирование алгоритма снижения 
нестабильности нулевого сигнала скорости: 

1 – результат измерения амплитуды угловой скорости 
до применения алгоритма; 2 – то же, в результате 

применения алгоритма; 3 – амплитуда напряжения 
возбуждения вU  

Fig. 4. Testing the algorithm for reducing the instability of the 
zero-velocity signal: 1 – the result of measuring the amplitude 
of angular velocity deviation without the use of the developed 

algorithm; 2 – the same, but applying the algorithm;  
3 – excitation voltage amplitude вU  
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представленным алгоритмом среднеквадрати-
ческое отклонение нулевого сигнала скорости в 
запуске уменьшилось на 76.4 %. 

Метод повышения точности с помощью 
нескомпенсированной составляющей. Резуль-
тат математического моделирования показал, 
что компенсация происходит с погрешностью 
(см. рис. 2). Для замыкания обратной связи ис-
пользуется ПИД-регулятор. 

 

Напряжение в канале скорости – это раз-
ность напряжения компенсации на предыду-
щем шаге и напряжения, вызываемого наличи-
ем угловой скорости, а также погрешностью 
при замыкании обратной связи. 

Для повышения точности измерений в (11) 
нужно добавить напряжение в канале скорости 
на текущем шаге (нескомпенсированная со-
ставляющая). Это действие снизит погреш-
ность измерения угловой скорости, вызванную 
погрешностью замыкания обратной связи, и 
позволит получать информацию об угловой 
скорости без запаздывания. Блок-схема данного 
алгоритма представлена на рис. 5, а результат 
коррекции – на рис. 6. 

Как видно из рисунка, сигнал 2, получен-

ный до корректировки, был скорректирован с 
помощью нескомпенсированной составляющей 
4. В результате коррекции был получен сигнал 
измерений с корректировкой 3. Полученный 
график значительно лучше совпадает с эталон-
ным графиком 1. На этом основании можно 
сделать вывод, что алгоритм значительно по-
вышает точность измерений. В результате ис-
пользования алгоритма среднеквадратическое 
отклонение уменьшилось на 69.52 %. 

Заключение. Описанные в настоящей статье 
алгоритмы повышения точности эксперименталь-
но проверены на макете, разработанном в рамках 
научно-исследовательской работы в АО "НИИ 
командных приборов". Электронные компоненты 
указанного макета не рассчитаны на обеспечение 
высокой точности, поэтому макет служит для ка-

 

Рис. 6. Коррекция с помощью нескомпенсированной составляющей: 
1 – эталонные измерения; 2 – измерения без коррекции; 3 – измерения с коррекцией; 4 – сигнал в канале скорости 

Fig. 6. Correction using the uncompensated component: 1 – reference measurements; 2 – measurements without correction;  
3 – measurements with correction; 4 – signal in the velocity channel 
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Рис. 5. Блок-схема алгоритма повышения точности 
с помощью нескомпенсированной составляющей 

Fig. 5. A block diagram of the developed algorithm for increasing 
the SWG accuracy using the uncompensated component 
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чественной проверки эффективности описанных 
алгоритмов, а также для разработки новых мето-
дов работы с ЧЭ. В результате экспериментов по-
лучены данные, подтверждающие эффективность 

разработанных решений. Результаты испытаний 
демонстрируют возможность улучшения характе-
ристик прибора за счет применения различных 
алгоритмов обработки информации. 
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Аннотация 
Введение. Систематические ошибки микроэлектромеханических (МЭМС) инерциальных датчиков, относя-
щиеся к ошибкам смещения нуля, масштабного коэффициента и неортогональности чувствительных осей, 
являются источниками погрешностей бесплатформенных инерциальных навигационных систем (БИНС). 
Некомпенсированные ошибки датчика со временем накапливаются как ошибки состояния движения, из-за 
чего снижается точность БИНС. Следовательно, калибровка МЭМС инерциальных датчиков является важ-
ной задачей. Недостаток существующих методов калибровки датчиков – жесткое требование к точности 
начальной выставки чувствительных осей датчиков относительно опорной системы координат, что приводит 
к трудности и увеличению времени начальной выставки. Для преодоления этой проблемы необходимы раз-
работка и исследование новых методов калибровки МЭМС-датчиков. 
Цель работы. Разработка алгоритма калибровки МЭМС-датчиков, инвариантного к угловой ориентации 
чувствительных осей датчиков относительно опорной системы координат при начальной установке. 
Материалы и методы. Используется стандартная математическая модель выходных сигналов триады мик-
ромеханического акселерометра (ММА), рассмотренная в российских и зарубежных учебниках и публика-
циях о современных методах испытаний и калибровки датчиков за последние 10 лет. Предлагаемый алго-
ритм калибровки датчиков выполняется методом наименьших квадратов при реализации позиционирований 
ММА в гравитационном поле Земли. Апробация выполняется посредством обработки сигналов, записанных 
от трехосного ММА ADXL325. 
Результаты. Алгоритм определения калибровочных параметров датчиков вне зависимости от начальной 
выставки чувствительных осей датчиков относительно опорной системы. Представление простой альтерна-
тивной конструкции средства для испытания МЭМС-датчиков. 
Заключение. Предлагается метод калибровки МЭМС инерциальных датчиков, отличающийся от традицион-
ных методов калибровки тем, что результаты определения калибровочных коэффициентов ММА не зависят 
от его углового положения относительно географической системы координат, что позволяет повысить досто-
верность получаемых результатов и упростить конструкцию средства испытаний. Результаты работы значи-
мы для повышения точности БИНС на основе МЭМС инерциальных датчиков. 
Ключевые слова: калибровка, метод наименьших квадратов, инерциальный датчик, микроэлектромеханиче-
ская система, калибровочные параметры 
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Abstract 
Introduction. Systematic errors of microelectromechanical (MEMS) inertial sensors, such as those related to zero drift, 
scale factor, and nonorthogonality of sensitive axes, are the main sources of errors in strapdown inertial navigation sys-
tems (SINS). Uncompensated sensor errors accumulate over time as motion state errors, thus reducing the overall accu-
racy of SINS. Consequently, calibration of inertial sensors is a relevant research task. The disadvantage of existing sen-
sor calibration methods consists in a strict requirement for the initial alignment of sensitive sensor axes relative to a 
reference coordinate system, which complicates the entire process of calibration. Therefore, alternative methods for 
MEMS sensor calibration should be developed. 
Aim. To develop a calibration algorithm for microelectromechanical (MEMS) sensors, which allows calibrating sen-
sors regardless of the angular orientation of the sensor axes relative to a reference coordinate system at the initial 
installation, as well as to simplify the design of testing tools. 
Materials and methods. Publications in national and international journals on the theory of calibration of inertial sensors 
were reviewed. A calibration algorithm was developed based on the least squares method. 
Results. An algorithm for determining the calibration parameters of sensors regardless of the initial alignment of the 
sensor sensitive axes relative to a reference system was developed. A simple alternative design for testing MEMS sen-
sors was proposed. 
Conclusion. The method of calibrating MEMS inertial sensors proposed in this work differs from conventional cali-
bration methods by increased reliability of the results and a simplified design of testing tools. Importantly, the results of 
determining the calibration coefficients of a micromechanical accelerometer (MMA) do not depend on its angular posi-
tion relative to a geographic coordinate system (GСS). This works contributes to improving the accuracy of SINS 
based on MEMS inertial sensors. 
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Введение. Несмотря на такие преимуще-
ства, как автономность, непрерывная и высоко-
скоростная выработка информации и помехо-
защищенность, бесплатформенные инерциаль-
ные навигационные системы (БИНС) имеют 
недостаток – накопление погрешностей с тече-
нием времени при интегрировании. Это обу-
словлено неизбежной погрешностью (дрейфом) 
показаний инерциальных чувствительных эле-
ментов и ошибкой ввода начальных условий 
[1–3]. В связи с этим вопросам калибровки 
уделяется особое внимание. 

В качестве систематических погрешностей 
микроэлектромеханических (МЭМС) инерци-
альных датчиков выделяют ошибки смещения 
нуля, масштабного коэффициента и неортого-

нальности чувствительных осей. Для снижения 
систематических ошибок используются методы 
лабораторной калибровки как в статическом, 
так и в динамическом режимах [4–12], но ос-
новным недостатком этих методов является 
жесткое требование к точности задания углов 
ориентации платформы стенда, используемого 
для калибровки. В [13] был реализован метод 
калибровки инерциальных датчиков независи-
мо от погрешности начальной установки сред-
ства испытаний относительно плоскости гори-
зонта, при этом допустимый угол отклонения 
от плоскости горизонта планшайбы стенда был 
указан в пределе ~  1'. Основной недостаток 
этого метода заключается в необходимости 
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выравнивания чувствительных осей датчиков 
относительно направления вектора гравитаци-
онного ускорения при начальной установке 
акселерометров на стенде с высокой точностью 
(16 специальных позиций). Это приводит к до-
вольно жестким требованиям по начальной вы-
ставке чувствительных осей относительно верти-
кального направления, а также увеличивает об-
щее время калибровки. Для преодоления этого 
недостатка в [14] был предложен модифициро-
ванный многопозиционный метод на основе ме-
тода наименьших квадратов (МНК), с помощью 
которого калибровка датчиков выполнялась по 
данным, полученным в произвольных угловых 
положениях. Однако использованный алгоритм 
решения уравнения нелинейной функции ошиб-
ки достаточно сложен. Предлагаемая статья по-
священа новому алгоритму линеаризации нели-
нейной функции ошибки при использовании 
МНК для выполнения калибровки МЭМС-
датчиков, благодаря которому можно выполнить 
калибровку независимо от угловой ориентации 
чувствительных осей датчиков относительно 
опорной системы координат при начальной уста-
новке, а также упростить конструкцию средства 
испытаний. В качестве примера рассматривается 
калибровка триады микромеханического акселе-
рометра (ММА). 

Методы. Введем следующие системы ко-
ординат (рис. 1): 

g g gОX Y Z  – географическая система коор-

динат (ГСК), gОZ  направлена по вертикали; 

а а аОX Y Z  – система координат, связанная с 
чувствительными осями акселерометров; 

bx bx bxОX Y Z  – первая базовая система, при 
этом ось bxОY  совпадает с осью ,gОY  ось bxОZ  
находится на линии пересечения плоскости 

g gОX Z  и плоскости, созданной двумя векторами 

gОY  и ,аОX  и направлена по положительному 

направлению вектора ,аОX  ось bxОX  дополняет 
систему координат до правой ортогональной; 

by by byОX Y Z  – вторая базовая система, при 

этом ось byОY  совпадает с осью ,gОY  ось byОZ  
находится на линии пересечения плоскости 

g gОX Z  и плоскости, созданной двумя векторами 

gОY  и ,аОY  и направлена по положительному 

направлению вектора ,аОY  ось byОX  дополняет 
систему координат до правой ортогональной; 

bz bz bzОX Y Z  – третья базовая система, при 
этом ось bzОY  совпадает с осью ,gОY  ось 

bzОZ  находится на линии пересечения плоско-
сти g gОX Z  и плоскости, созданной двумя век-

торами gОY  и ,аОZ  и направлена по положи-

тельному направлению вектора ,аОZ  ось 

bzОX  дополняет систему координат до правой 
ортогональной. 

Оси ,аОX  ,аОY  аОZ  представляются как 
чувствительные оси отдельно для каждого од-
ноосного акселерометра (для последующего 
определения смещений нулей). Пусть система 
координат а а аОX Y Z  при начальной выставке 
занимает произвольное угловое положение от-
носительно ГСК, так, чтобы ни одна из трех 
чувствительных осей не совпадала с осью .gОY  

Тогда углы 0 0 0, , x y zβ β β  между осями gОZ  и 

, ,bx by bzОZ ОZ ОZ  соответственно и углы 

( )90 , (90 ), (90 )x y z° − α ° − α ° − α  между осями 

,аОX  ,аОY  аОZ  и gОY  соответственно; βΔ  – 
вектор угловой скорости вращения системы 

g g gОX Y Z  вокруг оси .gОY  Для примера, на 
рис. 1 изображено начальное положение чув-

 

Рис. 1. Ориентация чувствительной оси aZ  
акселерометра относительно ГСК 

Fig. 1. Orientation of the accelerometer sensitive axis aZ  
relative to a GCS 

aZ  
gZ  

bzZ  
0zβ  

∆β  

gY  
bzY  gX  

bzX  

βΔ  
zA  

g  

zα  

O  

zbA  

bzZ−  
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ствительной оси аОZ  относительно ГСК. При 
этом zbA  – проекция вектора g на ось bzZ ; zA – 
проекция вектора zbA  на ось aZ . 

1. Математическая модель показаний 
датчиков. В качестве математической модели, 
описывающей выходной сигнал триады ММА 

,, , x y zA A A    широко используется следующее 
выражение [13]: 

10 0
0 0 1 

10 0

x xa y zxx xa y y
y y x z y

z za zz x уz

KA A
A K A

AA K

    −ϕ θ           = ϕ −γ +          −θ γ         







 

 ,

a a a bxx x xy x xz x xxa a a b
yx y yy y yz y y y
a a a bzzx z zy z zz z z

K A K A K A AA
K A K A K A A A

AK A K A K A A

           + +                

 (1) 

где , , x y zA A A    – показания датчика, ед. съема; 

, , a a a
x y zK K K  – масштабные коэффициенты 

ММА, ед. съема/g; ,  , ,  , ,  x x y y z z
y z x z x уϕ θ ϕ γ θ γ  – 

углы, характеризующие положения измери-
тельных осей ММА относительно осей при-
борной системы координат, рад; , , x y zA A A  – 
проекции действующего ускорения на оси свя-
занной системы координат, g; , , a a a

xx yy zzK K K  – 
коэффициенты нелинейности выходной характе-
ристики, 1/g; , ,  , , , a a a a a a

xy xz yx yz zx zyK K K K K K  – 
коэффициенты перекрестных связей, 1/g; 

,  , b b b
x y zA A A  – смещения нулей ММА, ед. съема. 

Под единицами съема подразумевается 
единица измерения выходного сигнала датчика 
(код, амперы, вольты и т. п.). 

В данной статье рассматривается калибровка 
триады ММА, состоящей из трех акселерометров, 
изготовленных в одном корпусе, поэтому допус-
кается, что влиянием перекрестных связей осей на 
выходные сигналы можно пренебречь. Следова-
тельно, модель (1) можно переписать в виде 

 

1  0 0
0 0 1

 10 0

x xa y zxx xa y y
y y x z y

z za zz x уz

KA A
A K A

AA K

    −ϕ θ           = ϕ −γ +          −θ γ         







 

 

0 0
0 0 .

0 0

a b
xx x xxa b

yy y y y
a bzzz z z

K A AA
K A A A

AK A A

          + +                 

 (2) 

Для дальнейшего рассмотрения предложен-
ного метода целесообразно в модель (2) ввести 
следующие обозначения: 

1 2 3
4 5 6
7 8 9

10 0
0 0 1 ;

 10 0

x xa y zx
a y y
y x z

z za x уz

K K K K
K K K K

K K KK

   −ϕ θ    
  ϕ −γ = 
     −θ γ     

 (3) 

 
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a a
x xx x

a a
y yy y

a a
z zz z

K K A
K K A

K K A

   
   

=   
   
      

 

 
10

11
12

0 0
0 0 ,
0 0

x
y

y

K A
K A

K A

 
 =  
  

 (4) 

где 1  ;a
xK K=  2 ;  a x

x yK K=− ϕ  3 ;  a x
x zK K= θ  

4 ;  a y
y xK K= ϕ  5  ;a

yK K=  6 ;  a y
y zK K=− γ  

7 ;  a z
z xK K=− θ  8 ;  a z

z yK K= γ  9  ;a
zK K=

10 ;a a
x xK K K x= 11 ;  a a

y yyK K K= 12 .  a a
z zzK K K=  

На основе выражений (3) и (4) модель (2) 
переписывается следующим образом: 

 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10

11

12

  
  
  

0 0
0 0 .

0 0

x x

y y

z z
b
xx x
b

y y y
bz z z

A K K K A
A K K K A

K K KA A

AK A A
K A A A

K A A A

    
    = +    
        

           + +               







  

(5)

 

Раскрывая выражение (5) по строкам, полу-
чаем: 

 2
1 2 3 10 ;b

x x y z x xK A K A K A K A AA = + + + +   (6) 

 2
4 5 6 11 ;b

y x y z y yA K A K A K A K A A= + + + +   (7) 

 2
7 8 9 12 .b

z x y z z zA K A K A K A K A A= + + + +  (8) 

2. Алгоритм определения калибровоч-
ных коэффициентов методом наименьших 
квадратов. Основной целью применения пред-
лагаемого метода калибровки ММА является по-
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иск калибровочных коэффициентов ММА без 
предъявления жестких требований к выставке 
чувствительных осей ММА относительно опор-
ной системы координат, в качестве которой обыч-
но используется ГСК. 

Известно, что в статике, при любом угле ори-
ентации датчиков, сумма квадратов проекций 

, , x y zA A A  должна быть равна квадрату значения 
гравитационного ускорения .g  Однако на практи-
ке эти параметры всегда определяются с погреш-
ностями, следовательно, существуют ошибки 
между суммой квадратов проекций ,, , x y zA A A  
вычисленных по измеренным данным 

, ,,  x y zA A A    и квадратом значения гравитацион-
ного ускорения .g  Введем для N измерений 
функцию ошибки: 

 ( )22 2 2 2 2

1 1

1 1 ,
N N

k xk yk zk
k k

I A A A g
N N= =

= δ = + + −∑ ∑ (9) 

где 2 2 2 2.k xk yk zkA A A gδ = + + −  
Суть МНК заключается в нахождении набора 

параметров ( ) 1 12 ;iK i =   ;b
xA  ;b

yA  ,b
zA  

обеспечивающего минимум функции I. Так как I 
нелинейно зависит от этих параметров, для вы-
полнения условий МНК авторами предлагается 
двухэтапный алгоритм линеаризации: 1) опреде-
ление значений смещений нулей ММА 

( );, ,b b b
x y zA A A  2) определение масштабных ко-

эффициентов ( ), , a a a
x y zK K K  и углов 

( ),  ,  , , ,  ,x x y y z z
y z x z x уϕ θ ϕ γ θ γ  характеризующих по-

ложения измерительных осей ММА относительно 
осей связанной системы координат c помощью 
МНК. 

2.1. Первый этап: определение значений 
смещений нулей ММА. Как уже отмечалось, 
основным недостатком традиционных позици-
онных методов определения смещений нулей 
[4–12] является необходимость начальной вы-
ставки чувствительных осей акселерометров 
так, чтобы они были либо параллельны, либо 
перпендикулярны вертикали. Таким образом 
обеспечивается известность значений проекции 
гравитационного ускорения на оси датчиков. 

Из рис. 1 хорошо видно, что в начальном 
положении  проекция  вектора  g   на  ось  аОZ  

определяется по следующей формуле: 
 0 0cos cos .z z zA g= β α   (10) 

Аналогично можно определить проекции 
вектора g  на оси аОX  и аОY : 

 0 0cos cos ;x x xA g= β α  (11) 

 0 0cos c .osy y yA g= β α  (12) 

Для примера рассмотрим алгоритм определе-
ния смещения нуля по оси аОX . Подставляя вы-
ражения (10)–(12) в (6), получаем показание аксе-
лерометра по оси аОX  в начальном положении: 

2
0 1 0 2 0 3 0 10 0

b
x x y z x xA K A K A K A K A A= + + + =+  

1 0 2 0cos cos cos cosx x y yK g K g= β α + β α +  

( )23 0 10 0 .cos cos cos cos b
z z x x xK g K g A+ β α + β α + (13) 

Раскрывая (13), получаем: 

( )
0 1 0 2 0

3 0 0 0 0

cos cos cos cos

cos cos cos 2 ,

x x x y y
b

z z x x

A K g K g

K g X X A

= β α + β α +

+ β α + + β +



(14) 

где ( )22
0 10 . 0.5 cos xX K g= α  

Тогда при повороте системы координат 
а а аОX Y Z  вокруг оси gОY  на произвольный 

угол ∆β  углы , , x y zα α α  не меняются, а углы 

, ,  x y zβ β β  меняются на .∆β  Таким образом, 
при угловом положении ∆β  относительно 
начального положения показание акселеромет-
ра по оси аОX  имеет вид 

 

( )
( )

( )
( )

1 1 0

2 0

3 0

0 0 0 .

 cos cos

cos cos

cos

cos 2

x x x

y y

z z
b

x x

A K g

K g

K g

X X A

= β + ∆β α +

+ β + ∆β α +

+ β +∆β α +

 + + β + ∆β + 



 

(15)

 

Анализ выражений (14) и (15) показал, что 
могут быть получены выражения, при которых 

оценки смещений нуля , ,b b b
x y zA A A  инвариант-

ны к углам 0 0 0,  ,  x y zβ β β  и ,, , x y zα α α  т. е. 

независимы от начального углового положения 
системы координат а а аОX Y Z  относительно ГСК: 

 ( ) ( )1 1 3 5 7 0 4   ;b
x x x x x xI P P P P A X= + + + = + (16) 

2xI =  

( ) ( )2 2
1 3 5 7 2 4 6 8x x x x x x x xP P P P P P P P= + − − + + − − =  
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 0 ,4 X=  (17) 

где  xiP  ( )1 8i =   – выходной сигнал ММА по 
оси аОX  в определенных углах ∆β , указан-
ных в табл. 1, при этом значение угла поворота 
∆β  задается с точностью примерно 20''. 

На основе (16) и (17) можно определить 
смещение нуля ММА по оси аОX : 

 ( )1 2 4.b
x x xA I I= −  (18) 

Аналогичным образом можно определить 
смещения нулей ММА по осям аОY  и аОZ , 
подставив выражения (10)–(12) в (7) и (8) и вы-
полнив процедуру (16)–(18): 

 ( )1 2 4;b
y y yA I I= −  (19) 

 ( )1 2 4,b
z z zA I I= −  (20) 

где ( ) ( )1 1 3 5 7 0 4   ;b
y y y y y yI P P P P A Y= + + + = +  

( ) ( )2 2
2 1 3 5 7 2 4 6 8 ;y y y y y y y y yI P P P P P P P P= + − − + + − −  

( ) ( )1 1 3 5 7 0 4   ;b
z z z z z zI P P P P A Z= + + + = +  2zI =

( ) ( )2 2
1 3 5 7 2 4 6 8 ;z z z z z z z zP P P P P P P P= + − − + + − −  

 , yi ziP P  при 1 8i =   – выходные сигналы 

ММА на оси аОY  и аОZ  соответственно в 
определенных углах ∆β , указанных в табл. 1. 

Определенные таким образом параметры 
смещений нулей ММА в силу независимости от 
углов 0 0 0 , ,x y zβ β β  и , , x y zα α α  характеризуют 
предложенный метод как инвариантный к требо-
ванию выставки углового положения осей ММА 
относительно вертикали. Однако следует пони-

мать, что в условиях эксплуатации необходимо 
выставить ось вращения так, чтобы она была пер-
пендикулярна вертикали. Другими словами, она 
находится в плоскости горизонта с точностью на 
уровне 1', при этом не требуется совпадения ни 
одной из трех чувствительных осей ММА с осью 
вращения. 

2.2. Второй этап: определение масштаб-
ных коэффициентов и углов, характеризующих 
положения измерительных осей ММА относи-
тельно осей связанной системы координат с 
помощью МНК. В рамках описываемой работы 
калибровка ММА выполняется в статическом 
режиме, поэтому диапазон задаваемых линей-
ных ускорений , , x y zA A A  составляет  g± . 
Также вводится допущение, что на этом участке 
выходные данные ММА имеют линейную вы-

ходную характеристику ( ), , 0 .a a a
xx yy zzK K K ≈  То-

гда модель (5) представляется в виде 

 
1 2 3

4 5 6

7 8 9

.

b
xx x
b

y y x
b

z z x

AA K K K A
A K K K A A

K K KA A A

             = +                  







 (21) 

Задача на данном этапе заключается в нахож-
дении девяти коэффициентов ( ) 1 9 .iK i =   Ана-
лизируя (3) отметим, что значения углов 

,  ,  ,  , ,  x x y y z z
y z x z x уϕ θ ϕ γ θ γ  не влияют на значения 

масштабных коэффициентов , .,  a a a
x y zK K K  

Кроме того, положение измерительных осей 
ММА  относительно  осей  связанной   системы 
координат определяется тремя углами в зави-
симости от выбранной связанной системы ко-
ординат. Исходя из этого, для упрощения ре-
шения задачи без потери общности выбирается 

Табл. 1. Положения угла отклонения системы а а аОX Y Z относительно системы g g gОX Y Z  при вращении ее вокруг оси gОY  

Tab. 1. Angular deviation positions of the system а а аОX Y Z  relative to the system g g gОX Y Z  during its rotation around the gОY  axis 

№ 

Начальное положение 
оси aOX  относительно 

вертикали 

Начальное положение 
оси aOY  

относительно 
вертикали 

Начальное положение 
оси aOZ  относительно 

вертикали 

Угол поворота 
относительно начального 
углового положения ∆β  

с точностью 20′′±  
1 

0 ,x xβ α  0 ,y yβ α  0 ,z zβ α  

0 
2 45° 
3 90° 
4 135° 
5 180° 
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связанная система координат OXYZ  так, чтобы 
ось OX  совпадала с осью aX  акселерометра, 
ось ОY  находится в плоскости, содержащей 
чувствительные оси aX  и aY  (рис. 2). 

Так как OX совпадает с ,aOX  то значения 

,  y zА А  не влияют на показания ,xA  т. е. 

0,x
yϕ =  0x

zθ =  и 2 3 0.K K= =  Так как aOY  

находится в плоскости OXY, zA  не влияет на 

показания ,yA  т. е. 0y
zγ =  и 6 0.K =  Следова-

тельно, модель (21) примет вид 

 
1

4 5

7 8 9

0 0
0  .

b
xx x
b

y y x
b

z z x

AA K A
A K K A A

K K KA A A

             = +                  







 (22) 

Соответственно 

 

1
1

4 5

7 8 9

0 0
0 .

 

b
x xx

b
y y y

bz z z

A AА K
А K K A A

K K KА A A

−  −          = −            − 







 (23) 

Обозначим: 

1
1 1

2 3 4 5

4 5 6 7 8 9

;
0 0 0 0

0 0
t K
t t K K
t t t K K K

−   
   =   
   
   

 

 







 .

b
x xx

b
y y y

b
z z z

A AA

A A A

A A A

   −
  
   = −
  
   −   







 (24) 

Тогда (23) примет вид 

 







1

2 3

4 5 6

0 0
0 .

zx

y y

z z

AA t
A t t A

t t tA A

         =            

 (25) 

На основе показаний ММА и полученных 
значений смещений нулей , ,b b b

x y zA A A  на пер-
вом этапе можно определить значения 
   , , x y zA A A  (24), подставляя которые в (25) 

получаем истинные значения , , x y zA A A , а за-
тем, используя (9), вычисляем коэффициенты 

( ) 1 6 ,jt j =   решая систему уравнений 

 0.
j

I
t
∂

=
∂

 (26) 

Процесс составления и линеаризации си-

стемы уравнений 0
j

I
t
∂

=
∂

 при 1 6.j =    

На основе (9) можно определить частные 
производные функции I по переменным jt  при 

1 6,j =   имеющие следующий вид: 

2

1

1

1
12

N
k Nk k

k
j j jk

NI
t t N t

=

=

 
∂ δ   ∂δ∂  = = δ =

∂ ∂ ∂

∑
∑  

22 2

1

12
N ykxk zk

k
j j jk

AA A
N t t t=

=
 ∂∂ ∂ = + + δ
 ∂ ∂ ∂ 

∑  

1

14 .
N ykxk zk

xk yk zk k
j j jk

AA AA A A
N t t t=

 ∂∂ ∂
= + +

 ∂ ∂ ∂
δ 




∑   (27) 

Из (25) имеем: 

 



 

  

1

2 3

4 5 6

 

  .

 

x x

y x y

z x y z

A t A

A t A t A

A t A t A t A

 = 
 = +
 
 = + + 

 (28) 

Подставляя значения , , x y zA A A  из (28) в (27), 
получаем частные производные функции I после 
элементарных математических преобразований: 

– частная производная функции I по 1t  

 

Рис. 2. Ориентация чувствительных осей относительно 
связанной системы координат 

Fig. 2. Orientation of sensitive axes relative to the related 
coordinate system 

z
xθ  

z
yγ  

aY  

X  
y
xϕ  

O  

aZ  
Z  

zA  

xA  yA  
 xA  

 yA  

aX  Y  

 zA  
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1 1 1 11

14
N ykxk zk

xk yk zk k
k

AA AI A A A
t N t t t=

=
∂ ∂ ∂∂

= + + δ  ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑  

 

2
1

1

14 ,
N

xk k
k

t A
N =

= δ∑  (29) 

где 

  
  ( )

  ( )

222
1 2 3

2 2
4 5 6 .

  k xk xk yk

xk yk zk

t A t A t A

t A t A t A g

δ = + + +

+ + + −
  

(30)
 

Отметим, что jt  при 1 6j =   – константы, т. е. 

1 1
1

,4I t F
t
∂

=
∂

 

где 

2
1

1

1 .
N

xk k
k

F A
N =

= δ∑  

Так как 
1

0,I
t
∂

=
∂

 то  

 1 0.F =  (31) 
Аналогичной процедурой можно определить 

остальные частные производные функции I: 
– частная производная функции I по 2t   

2 1 3 2
2

4 4 0,I t F t F
t
∂

= + =
∂

 

 так как 1 20 0;F F= → =   (32) 
– частная производная функции I по 3t   

2 2 3 3
3

4 4 0,I t F t F
t
∂

= + =
∂

 

 так как 2 30 0;F F= → =  (33) 
– частная производная функции I по 4t  

4 1 5 2 6 4
4

4 4 4 0,I t F t F t F
t
∂

= + + =
∂

 

 так как 1 2 40, 0 0F F F= = → = ;  (34) 
– частная производная функции I по 5t  

4 2 5 3 6 5
5

4 4 4 0,I t F t F t F
t
∂

= + + =
∂

 

 так как 2 3 50, 0 0;F F F= = → =  (35) 
– частная производная функции I по 6t  

4 4 5 5 6 6
6

4 4 4 0,I t F t F t F
t
∂

= + + =
∂

 

 так как 4 5 60, 0 0,F F F= = → =  (36) 

где 

2
1

1 ;
N

xk yk k
k

F A A
N =

= δ∑  

2
3

1

1 ;
N

yk k
k

F A
N =

= δ∑  



4
1

1 ;
N

xk zk k
k

F A A
N =

= δ∑  

5
1

1 ;
N

yk zk k
k

F A A
N =

= δ∑   



2
6

1

1 .
N

zk k
k

F A
N =

= δ∑  

Подставляя значение kδ  из (30) в уравне-
ния (31), получаем: 

( ) ( ) 

  ( ) 

4 2 22 2 2 2 2
1 1 2 4 3 5

2 322
6 2 3 4 52 2

x x y

x z x y

F t t t A t t A A

t A A t t t t A A

= + + + + +

+ + + +

 

 

         

3 2 22
4 6 5 62 2 0,x z x y z xt t A A t t A A A g A+ − =+

 

(37) 

где  

4 4

1
;1 N

x xk
k

A A
N =

= ∑     ( )2 2 22

1

1 ;
N

x y xk yk
k

A A A A
N =

= ∑  

   ( )2 22 2

1

1 ;
N

x z xk yk
k

A A A A
N =

= ∑     ( )3 3

1

1 ;
N

x y xk yk
k

A A A A
N =

= ∑  

   ( )3 3

1

1 ;
N

x z xk zk
k

A A A A
N =

= ∑    ( )2 2

1

1 ;
N

x y z xk yk zk
k

A A A A A A
N =

= ∑  

 ( )2 2

1

1 N
x xk

k
A A

N =
= ∑  – средние значения. 

Аналогичным образом получаем полные 
формы в виде (37) для уравнений (32)–(36), на 
основе которых получается уравнение в мат-
ричной форме: 

 ,M= ⋅Y Z  (38) 

где 

     

2 2 22 2 2 2 2 2 ;
T

x x y y x z y z zg A g A A g A g A A g A A g A

=

 
=   

Y
 

          

        

         

         

        
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2 2 2
1 2 41

2 2
2 3 5

23 6
4 2 3 4 5
5 4 6
6 5 6

.
2 2

2
2

t t tz
z t t
z t
z t t t t
z t t
z t t

 + +     +     = =    +          

Z  (39) 

Следует отметить, что М – матрица 6 × 6 
элементов, зависящих только от средних зна-

чений   ; , , x y zA A A  Y – вектор 6×1 элементов, 

зависящих только от средних значений 
   , , x y zA A A  и g; Z – вектор 6×1 элементов, за-

висящих только от значений ,  1 6.jt j =   Дру-

гими словами, векторное уравнение (38) явля-
ется системой линейных уравнений для пере-
менных { }1 2 3 4 5 6, , , , , ,z z z z z z  зависящих от 

коэффициентов { }1 2 3 4 5 6,  , , , , .t t t t t t

 

Используя метод решения системы линей-

ных уравнений, получаем: 1 .M −= ⋅Z Y   
На основе (39) с помощью элементарных 

преобразований можно вычислить коэффици-
енты { }1 2 3 4 5 6, , , , , :t t t t t t  

 

6 3
6

5
6
5

4
6

2
3 2 5

4
2 4 5

3
2 2

1 1 2 4

 
2

 
2 .

1
2

t z
zt
t
zt
t

t z t
zt t t

t

t z t t

 =
 
 =
 
 
 =
 
 
 = −
 

  = −    
 = − − 

 (40) 

Зная калибровочные коэффициенты из вы-
ражений (24) и (40), можно оценить истинные 
значения ускорения ,,  ,x y zА А А  исходя из (25). 
На основе (24) можно определить параметры 
масштабных коэффициентов { }1 5 9, ,K K K  и 

{ }4 7 8, ,,K K K  а с помощью (3) найти углы, ха-
рактеризующие положения чувствительных 
осей акселерометров относительно связанной 

системы координат { }., , y z z
x x yϕ θ γ  Таким обра-

зом, задача калибровки ММА выполнена вне за-
висимости от ориентации триады относительно 
ГСК. Это характеризует значимое преимущество 

предложенного метода по сравнению с традици-
онными методами калибровки. 

Экспериментальные результаты. В каче-
стве объекта испытаний используется миниа-
тюрный инерциальный измерительный модуль 
(ИИМ) "LINS-IMU", включающий в себя триады 
микромеханических гироскопов и ММА, а также 
датчик температуры. Объектом исследования 
(триада ММА) является трехосный акселерометр 
ADXL325 от производителя Analog Devices [15]. 

Экспериментальные исследования были 
проведены с использованием стенда двухосно-
го автоматизированного СДА-15, разработан-
ного кафедрой лазерных измерительных и 
навигационных систем (ЛИНС) Санкт-
Петербургского государственного электротех-
нического университета "ЛЭТИ". Стенд ис-
пользуется для задания и измерения углового 
положения ИИМ относительно ГСК. Внешний 
вид стенда с закрепленным ИИМ "LINS-IMU" 
показан на рис. 3. 

Целью экспериментальных исследований 
являлась апробация предложенного метода ка-
либровки триады ММА. Для сравнения, в дан-
ной работе осуществлялись калибровки ММА 
традиционным [13] и предложенным методами. 
Для этого выполнялась указанная ниже после-
довательность действий. 

Эксперименты для определения калиб-
ровочных коэффициентов традиционным 
методом.  

 

Рис. 3. ИИМ "LINS IMU" на стенде СДА-15 
Fig. 3. IMU "LINS IMU" on the table SDA-15 

Двухосный стенд СДА-15 

ИИМ "LINS IMU" 

Z 

Y 
X 
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1. Начальная установка испытуемого объ-
екта на планшайбе стенда (рис. 3) с использо-
ванием уровня (цена деления 6") так, чтобы 
большая ось стенда была параллельна плоско-
сти горизонта, малая ось стенда была направ-
лена по вертикали. 

2. Съем и обработка данных в соответствии 
с традиционным методом в положениях, пред-
ставленных в [13]. 

Эксперименты для определения смеще-
ний нулей предложенным методом. 

1. Начальная установка испытуемого объек-
та на планшайбе стенда (рис. 3), соответству-
ющая углам 0 0,xβ =  0 90 , yβ = °  0 . 90zβ = °  

2. Съем и обработка данных в соответствии 
с предложенным методом в положениях, пред-
ставленных в табл. 1. 

3. Для демонстрации вывода подп. 2.1 о 
том, что для определения смещения нулей 
ММА предложенным методом не требуется 
начальная выставка углового положения осей 
ММА относительно вертикали, была задана 
другая произвольная начальная установка 
( 0  33 ,xβ = °  0 123 ,yβ = °  )0 . 90zβ °=  

4. Повторный съем и обработка данных со-
гласно п. 2. 

Эксперименты для определения калиб-
ровочных коэффициентов предложенным 
методом. С помощью стенда задавались раз-
личные произвольные угловые положения 
ММА относительно ГСК так, чтобы направ-
ление каждой оси триады ММА менялось 
(рис. 4). В каждом положении производился 
съем данных, согласно [4] в течение 12 с. Для 
доказательства вывода подп. 2.2 о том, что с 
помощью предложенного метода калибро-
вочные параметры определяются вне зависи-
мости от ориентации триады относительно 
ГСК, были собраны 2 набора данных, при 
 

Z 

Рис. 4. Различные угловые положения ИИМ на стенде 
Fig. 4. Different angular positions of the IMU on the table 

Z 
Y 

X 

Z 

Z 
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Табл. 2. Калибровочные параметры ММА, полученные разными методами 

Tab. 2. MMA calibration parameters obtained by different methods 

Параметры Паспортные 
данные 

Традиционный 
метод 

Предложенный метод 

0 0 ,xβ = °  

0 90 ,yβ = °  

0 90zβ = °  

0 33 ,xβ = °  

0 123 ,yβ = °  

0 90zβ = °  
Набор 

данных 1 
Набор 

данных 2 
Набор 

данных 1 
Набор 

данных 2 

Сдвиг нуля ,b
xA  

ед.съема 
5461 

5388 5387.83 5387.83 5388.04 5388.04 
5399.71 5399.51 5399.51 5399.74 5399.74 
5364.99 5364.32 5364.32 5364.44 5364.44 

Масштабные 
коэффициенты 

,a
xK  

ед.съема/g 
633.51 632.20 632.34 632.36 632.38 632.36 

,a
yK  

ед.съема/g 
633.51 630.95 630.92 630.93 630.90 630.88 

,a
zK  

ед.съема/g 
633.51 622.01 622.08 622.07 622.07 622.08 

Углы 
неортогональности 

y x
x yϕ − ϕ  – 1 4 30′ ′′°  1 4 22′ ′′°  1 4 21′ ′′°  1 4 28′ ′′°  1 4 27′ ′′°  

x z
z xθ − θ  – 8 27′ ′′−  8 53′ ′′−  8 55′ ′′−  8 56′ ′′−  8 54′ ′′−  

z y
y zγ − γ  – 36′′  – 40′′  – 39′′  
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этом каждый набор был получен при снятии 
выходных сигналов ММА в 64 различных 
угловых позициях. 

На основе полученных данных выполнялся 
предложенный алгоритм для определения ка-
либровочных параметров согласно подп. 2.2. 
Полученные результаты из трех экспериментов 
внесены в сравнительную табл. 2. 

Из таблицы следует, что полученные пред-
ложенным методом калибровочные коэффици-
енты ММА схожи со значениями, найденными 
традиционным методом. Анализ данных пока-
зал, что разница по смещениям нулей состав-
ляет менее 1 ед. съема (до 0.02 %), по мас-
штабным коэффициентам – 0.2 ед. съема/g (до 
0.04 %) и по углам неортогональности – менее 
30 .′′  Кроме того, можно отметить, что полу-
ченные предложенным методом калибровоч-
ные параметры незначительно различаются 
при разных начальных угловых положениях 
ММА относительно ГСК, а также при разных 
наборах данных, снятых в различных угловых 
положениях. 

На рис. 5 изображены проекции вектора гра-
витационного ускорения на каждую плоскость 
измерительной системы координат до и после 
калибровки (красный цвет – до калибровки; си-
ний – после калибровки традиционным мето-
дом; зеленый – после калибровки предложен-
ным методом). Из рис. 5 следует, что после ка-
либровки проекции вектора гравитационного 
ускорения на каждую плоскость измерительной 
системы координат смещаются в окружность 
радиусом 1g и центр окружности находится в 
точке начала координат. Это демонстрирует эф-
фективность метода калибровки во всех направ-
лениях в пространстве. 

Для того чтобы доказать общность предло-
женного метода вне зависимости от выбора 
связанной системы координат OXYZ  относи-
тельно чувствительных осей акселерометра 

,a a aOX Y Z  были рассчитаны масштабные коэф-
фициенты и углы неортогональности чувстви-
тельных осей акселерометра по аналогичной 
процедуре (22)–(40) для трех случаев: 

1) связанная система координат OXYZ  вы-
биралась так, чтобы ось OX  совпадала с осью 

aX  акселерометра, ось ОY находилась в плос-

кости, содержащей чувствительные оси aX  и aY  
(см. рис. 2); 

2) связанная система координат OXYZ  выби-
ралась так, чтобы ось ОY совпадала с осью aY  
акселерометра, ось ОZ находилась в плоскости, 
содержащей чувствительные оси aY  и aZ ; 

 

Рис. 5. Проекции вектора гравитационного ускорения на 
каждую плоскость измерительной системы координат 
Fig. 5. Projections of the gravitational acceleration vector  

on each plane of the measuring coordinate system 
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3) связанная система координат OXYZ  выби-
ралась так, чтобы ось ОZ совпадала с осью aZ  
акселерометра, ось ОX находилась в плоскости, 
содержащей чувствительные оси aX  и aZ . 

Все полученные ( )( ,, , b b b
x y zA A A  ( ), ,,  a a a

x y zK K K  

( )),  ,  x y x z y z
y x z x z уϕ −ϕ θ − θ γ − γ  параметры внесе-

ны в сравнительную табл. 3, анализируя кото-
рую можно сделать вывод о сходимости ре-
зультатов. Это демонстрирует общность пред-
ложенного метода. 

Выводы о целесообразности использования 
нового метода позволили авторам сделать пред-
ложение о новом средстве испытания ММА в ка-
честве простой альтернативы использования вра-

щательного стенда, конструкция которого пред-
ставляется как угловой столик на регулируемых 
опорах с поворачиваемым на его поверхности 
восьмигранным валом, на торце которого можно 
закрепить модуль ММА для испытания (рис. 6). 
При этом вертикальная стена столика должна 
быть перпендикулярна плоскости основания сто-
лика с погрешностью ±1'. 

Перед тем как проводить испытание ММА, 
необходимо выставить основание столика в го-
ризонтальной плоскости с помощью двух уста-
новленных на основании столика перпендику-
лярных уровней, обладающих точностями изме-
рения 1'. Для определения смещений нулей 
ММА необходимо просто установить его на 
торце восьмигранного вала в начальном произ-
вольном угловом положении так, чтобы ни одна 

 

Рис. 6. Модель предлагаемого средства испытания ММА 
Fig. 6. Model of the proposed MMA testing equipment 

aZ  

aX  

aY  

Модуль ММА 

Ось вращения 

Угловой столик 
Регулируемые опоры Восьмигранный вал 

Уровни  
с точностью ±1′ 

90°±1′ 

Табл. 3. Калибровочные параметры ММА, полученные при разных выборах связанной системы координат 

Tab. 3. MMA calibration parameters obtained with different variants of the selection of the coupled coordinate system 

Параметры 
Предложенный метод 

Случай 1 Случай 2 Случай 3 

Сдвиг нуля ,b
xA  ед.съема 

5388.04 5388.04 5388.04 

5399.74 5399.74 5399.74 

5364.44 5364.44 5364.44 

Масштабные коэффициенты 

,a
xK  ед.съема/g 632.36 632.25 632.36 

,a
yK  ед.съема/g 630.88 630.99 630.88 

,a
zK  ед.съема/g 622.08 622.09 622.09 

Углы неортогональности 

y x
x yϕ − ϕ  1°4'27'' 1°4'20'' 1°4'26'' 

x z
z xθ − θ  –8'54'' –9'05'' –8'56'' 

z y
y zγ − γ  39'' 30'' 13'' 
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из его трех чувствительных осей не совпадала с 
продольной осью вала (см. рис. 3). Затем, пово-
рачивая вал на поверхности столика, получаются 
8 угловых положений, указанные в табл. 1. При 
этом в каждом положении одна грань вала долж-
на прилегать к вертикальной стене. На основе 
полученных данных от ММА в восьми угловых 
положениях можно определить его смещения 
нулей согласно (18)–(20). 

Заключение. В статье описан метод калиб-
ровки МЭМС инерциальных датчиков, отли-
чающийся от традиционных методов калиб-

ровки тем, что результаты определения калиб-
ровочных коэффициентов ММА не зависят от 
его углового положения относительно ГСК. 
Это позволяет повысить достоверность полу-
чаемых результатов и упростить конструкцию 
средства испытаний, предложенную на рис. 6. 
Апробация метода подтверждает его эффек-
тивность. Результаты работы значимы для по-
вышения точности БИНС на основе МЭМС 
инерциальных датчиков. 
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Аннотация 
Введение. До 17 % детей диагностированы с нарушениями когнитивного развития. Выявление задержки 
развития детей на раннем этапе позволяет осуществлять раннее лечение с большей эффективностью. Совре-
менная диагностика имеет ряд ограничений, связанных с проблемой корректной оценки маркеров поведения 
детей. Классический метод зависит от квалификации специалистов и способности родителей своевременно 
выявить и информативно сообщить о проблеме. 
Цель работы. Разработка компьютеризированной методики и алгоритма оценки разделенной интенцио-
нальности в парах мать–ребенок, создание биотехнической системы ранней диагностики отставания когни-
тивного развития детей. 
Материалы и методы. Анализируются собственные исследования, в которых целью являлось измерение интел-
лектуальной деятельности группы при стимулировании их разделенной интенциональности; независимой пере-
менной было интеллектуальное задание; описаны стимулы разделенной интенциональности. Применен матема-
тический аппарат теории измерений, теории систем и статистического исследования зависимостей. 
Результаты. Создана биотехническая система, использующая программное обеспечение для диагностики 
когнитивного отставания детей в течение 15-минутного квиц-теста. Два фактора воздействия биотехниче-
ской системы на объект оценки: электромагнитное поле для стимуляции разделенной интенциональности и 
интеллектуальный тест. Результаты оценки предоставляются пользователю (специалисту или родителям) 
моментально в форме рекомендаций, понятных неспециалисту, и в форме базы данных, удобной для даль-
нейшего хранения и обработки. 
Заключение. Преимущество метода – в объективности компьютеризированной оценки, диагностирующей 
объект также онлайн, в отличие от классического подхода, основанного на маркерах поведения детей. Еще 
одно преимущество метода оценки заключается в возможности диагностирования отставания когнитивного 
развития детей в более раннем возрасте, который еще не предполагает вербальной коммуникации. 
Ключевые слова: разделенная интенциональность, инсайт, групповое решение проблем, социальное позна-
ние, познание, расстройство познания, педагогика 
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Abstract 
Introduction. Recent research shows that up to 17 % of children are diagnosed with cognitive developmental disor-
ders. Early identification of developmental delay in children allows an earlier onset of treatment with greater efficiency. 
However, the modern diagnostic approach has limitations associated with the problem of correctly assessing behavioral 
markers of children. This classical assessing approach depends on specialists’ professionalism of and parents' compe-
tence in reporting the issue timely and informatively. 
Aim. Developing a computerized methodology and algorithm for estimating shared intentionality in mother-child 
dyads; designing a biotechnical system for the early diagnosis of a lag in children's cognitive development. 
Materials and methods. We analyze our own previous research, in which: 1) the goal was to measure the intellectual 
activity of a group while stimulating their shared intentionality; 2) the independent variable was the intellectual task; 
3) the stimuli of shared intentionality were described. The method employs the mathematical apparatus of measure-
ment theory, systems theory, and statistical methods of analysis. 
Results. The developed biotechnical system uses specific software for diagnosing cognitive delay in children during a 
15-minute test. Two factors of the biotechnical system impact the object of assessment: an electromagnetic field for 
stimulating shared intentionality and an intellectual test. The system's software instantly provides the assessment results 
to the user (specialist or parents) in the form of recommendations understandable even to a non-specialist – it saves this 
database in a convenient form for further storage and processing. 
Conclusion. The advantage of the method is its unbiased computerized assessment, which can also diagnose subjects 
online, conversely to the classical approach based on behavioral markers. Another advantage of the assessment method 
is the possibility of diagnosing a lag in children's cognitive development at an earlier age, which does not yet imply 
verbal communication. 
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Введение. Общепризнан факт начала по-
знания посредством прото-диалога (protocon-
versation) – взаимодействия между взрослым и 
новорожденным, которое возникает в раннем 
периоде развития, когда у детей еще отсутствуют 
коммуникативные навыки [1–7]. Коммуникация – 
обмен взаимно согласованными символами – 
возникает у детей в возрасте около 9 месяцев, 
когда малыши начинают абстрактно мыслить 
[6, 7]. Согласно [8, 9] познание ребенка разви-

вается в социальной среде через интериориза-
цию внешних отношений и действий, зафикси-
рованных в значениях этих действий и отно-
шений. Однако еще со времен Декарта извест-
но, что приобретение нового знания – это срав-
нение поступающего массива информации с 
уже усвоенными знаниями. Значит, интериори-
зация младенцем (в возрасте до 9 месяцев) со-
циальных феноменов происходит без коммуни-
кации, основанной на символах, и без перцеп-
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ции, ассоциирующей сенсорные стимулы с уже 
существующими в сознании феноменами. Ре-
бенок познает социальную реальность с помо-
щью сенсорного восприятия без использования 
образов предметов и явлений, без понимания 
их смысла или сути. Таким образом, в совре-
менных знаниях о познании детей существует 
пробел – ребенок каким-то образом познает 
первоначальный комплекс феноменов, не опи-
раясь на предшествующее знание, которое, как 
было отмечено (это первоначальное знание фе-
номенов), необходимо для запуска последую-
щего процесса познания. 

Томазелло [5] предлагает решить эту про-
блему через понятие разделенной интенцио-
нальности (shared intentionality). Он утвержда-
ет, что развитие социальных связей у детей от-
носится к временным срезам, начиная с разде-
ленной интенциональности с рождения через 
обмен эмоциями. С точки зрения Томазелло [5], 
познание возникает через первичную движу-
щую силу новорожденных – разделенную ин-
тенциональность в процессе эмоционального 
обмена. Эта модальность межличностного вза-
имодействия младенец–мать описана в миро-
вой литературе [7, 10–12]. Однако только огра-
ниченное количество исследований оценивало 
разделенную интенциональность [7, 10–12]. 
Оценка эффективности воздействия разделен-
ной интенциональности на результаты позна-
ния или мыслительной деятельности мало изу-
чена. Метод оценки этой модальности взаимо-
действия отсутствует.  

Многолетнее международное исследование, 
завершившееся в 2019 г., выявило, что около 
17 % детей в возрасте 3–17 лет были диагности-
рованы с нарушениями когнитивного развития, в 
том числе: 9.04 % детей диагностированы с син-
дромом дефицита внимания/гиперактивности; 
7.74 % – с нарушением обучаемости (дислек-
сия, дискалькулия и т. д.); 1.10 % – с умствен-
ной отсталостью; 1.74 % – с расстройствами 
аутистического спектра [13]. Известно, что су-
ществует только одна методика диагностики 
когнитивного отставания детей, которая реали-
зуется на базе оценки поведенческих маркеров 
и имеет существенные ограничения [7]. Резуль-
таты классического метода оценки когнитивно-
го развития детей субъективны и относительны – 

они получаются на основе анализа специали-
стом поведения ребенка в течение короткого 
планового визита к врачу и на основе субъек-
тивных сообщений родителей. Если в результа-
те такой оценки специалист обнаружил отста-
вание развития, только тогда проводится углуб-
ленная оценка. Существует ряд ограничений 
для своевременного обнаружения когнитивного 
отставания: 1) нет конкретного срока проявле-
ния "маркерных" навыков у ребенка, вместо 
этого существует представление об "окне воз-
можностей"; 2) необходим высокий уровень 
профессионализма врачей для обнаружения 
несоответствия развития ребенка с "маркера-
ми" во время короткой встречи; 3) необходима 
высокая компетенция родителей при сообще-
нии симптомов, на которую влияют культур-
ные, образовательные и социальные факторы. 
Так, например, в возрасте 18–30 месяцев навык 
речи еще не является обязательным для ребен-
ка. Лингвистические навыки ребенка, например 
из двуязычной семьи, могут быть переоценены 
или недооценены как врачом, так и родителя-
ми. В этом возрасте оценка когнитивного раз-
вития только лишь на основе оценки поведения 
без вербальной коммуникации усложняет 
оценку траектории развития. Таким образом, 
эффективность применения "поведенческой" 
методики зависит от профессионализма врачей 
и компетенции родителей при сообщении 
симптомов [7]. При этом большинство специа-
листов считают, что выявление задержки раз-
вития детей на более раннем этапе (до 3 лет) 
позволит начать раннее лечение с лучшей эф-
фективностью [7]. Чем раньше начинается ле-
чение, тем лучший результат оно дает [7]. 

Общепризнано, что нарушение социального 
взаимодействия между мамой (воспитателем, 
опекуном) и ребенком сигнализирует о когни-
тивном отставании ребенка [7, 14–18]. Поэтому 
метод, основанный на оценке эффективности 
взаимодействия ребенка с опекунами – прото-
диалога через разделенную интенциональ-
ность, позволит получать объективные данные 
для раннего выявления когнитивного отстава-
ния развития ребенка. Такой метод эффективен 
даже для "невербального периода" детского 
развития, т. е. для возраста до 30 месяцев. Кро-
ме того, этот метод открывает возможности для 
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разработки специальных лечебных программ 
для детей с отставанием когнитивного разви-
тия, корректирующих их траектории развития. 
Такой метод оценки и коррекции траектории 
когнитивного развития детей может стать но-
вым подходом к проблеме, внеся вклад в до-
школьное образование с внедрением инноваци-
онных технологий обучения. 

Таким образом, целью данной статьи явля-
ется разработка методики и алгоритма оценки 
разделенной интенциональности в парах мать–
ребенок, создание биотехнической системы 
ранней диагностики отставания когнитивного 
развития детей. 

Метод. Исследование нацелено на формали-
зацию процедур диагностирования когнитивно-
го развития детей через оценку разделенной ин-
тенциональности в парах мать–ребенок. С этой 
целью проводится анализ исследований прото-
диалога в группах. Статья рассматривает только 
такие эмпирические исследования, в которых 
стимуляция разделенной интенциональности 
отразилась на результатах интеллектуальной 
деятельности испытуемых, а именно здесь ана-
лизируются исследования, в которых: 1) целью 
являлось измерение интеллектуальной деятель-
ности группы (при стимулировании их разде-
ленной интенциональности), происходящей без 
вербальной и невербальной коммуникации; 
2) зависимыми переменными были социальная 
вовлеченность участников эксперимента и их 
эмоциональное возбуждение; 3) независимой 
переменной было интеллектуальное задание, 
которое испытуемые могли выполнить только 
при помощи других участников экспериментов, 
при этом не обмениваясь с ними информацией 
ни вербально, ни невербально; 4) описаны сти-
мулы разделенной интенциональности. 

Результатом анализа станет описание пара-
метров биотехнической системы: объекта иссле-
дования; средств воздействия; оценки результа-
тов воздействия и модуля управления (рис. 1). 

Результаты. Анализ результатов исследо-
ваний [19–21] показывает эффект взаимодей-
ствия ребенка с опекунами (без коммуникации) 
и подтверждает гипотезу влияния разделенной 
интенциональности на познание (см. таблицу). 
Эти исследования позволяют определить ос-
новные параметры биотехнической системы 

для измерения когнитивного развития детей. 
Все рассматриваемые в данной работе исследо-
вания реконструировали биологическую си-
стему мать–младенец, в которой интериориза-
ция младенцем социальных феноменов проис-
ходит при исключении из взаимодействия ком-
муникации и перцепции, т. е. ассоциация сен-
сорных стимулов с уже существующими в со-
знании испытуемых феноменами была исклю-
чена. В исследованиях участвовали дети, чья 
первичная база социальных феноменов уже 
сформировалась. Поэтому для этих исследова-
ний использовали те стимулы, которые гаран-
тированно были непонятными и неизвестными 
для испытуемых, т. е. субъектам исследования 
были поставлены такие задания, что испытуе-
мые не были способны самостоятельно их ре-
шать. Одновременно такие же задания дава-
лись конфедератам – тем участникам экспери-
мента, кто получал такое же задание, но вместе 
с подсказкой на правильное решение, находясь 
вместе с испытуемыми. Одновременно с зада-
ниями биотехническая система стимулировала 
разделенную интенциональность в группах, воз-
действуя на испытуемых электромагнитным (ЭМ) 
полем видимого спектра. Результат оценивался 
по приросту результативности решения задач 
испытуемыми по сравнению с базовым уров-
нем (т. е. с тем блоком задач, на которые не 
знали ответа ни субъекты, ни конфедераты то-
же). В отдельных экспериментах результат 

 

Рис. 1. Биотехническая система 
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оценивался в сравнении со случайным значени-
ем в экспериментах (там, где не было задач ба-
зового уровня). Таким образом была реализова-
на оценка эффекта разделенной интенциональ-
ности на познание испытуемых, которые полу-
чали стимулы через сенсорное восприятие, не 
понимая смысла и сути стимулов. В этих иссле-
дованиях на оценку разделенной интенциональ-
ности [19–21] приняло участие 279 участников 
(испытуемых и конфедератов), которых можно 
было отнести к первичной группе – членов со-
обществ, связанных личностными отношениями 
и живущих в едином социальном ритме. 124 из 
них были пары мать–ребенок. 

Для проверки верности гипотезы проведена 
проверка размера эффекта P-значения (P-value). 
За нулевую гипотезу принято утверждение, что 
нет влияния разделенной интенциональности 
на результаты ответов. Расчет проводился через 
определение разницы между ожидаемыми и 
наблюдаемыми значениями эксперимента. За 
ожидаемые взяты ответы субъектов без влия-
ния конфедератов: 

( )22 ,O E
E
−

χ =∑  

где О – экспериментальное значение с подсказ-
ками конфедератам (или мамам); Е – базовое 
значение ответов (без подсказок или случайное 
число). 

Значение размера эффекта P-value (вероят-
ности ошибки гипотезы) рассчитано на основе 

таблицы [22] значений распределения 2χ (хи-
квадрат). Как видно из таблицы, P-value не 
превышает   0.05,р ≤  что принято считать под-
тверждением гипотезы. Необходимо отметить, 
что с точки зрения статистики P-value – это ве-

роятность в рамках определенной статистиче-
ской модели того, что статистическое обобще-
ние данных (в рассматриваемом случае разницы 
среднего значения между сравниваемыми груп-
пами) будет равно его наблюдаемому значению 
или более экстремально [23]. P-value указывает, 
насколько данные совместимы/несовместимы с 
определенной статистической моделью. Поэтому 
относительно большое значение P-value не под-
держивает, но и не опровергает конкретную ги-
потезу, лежащую в основе полученных результа-
тов, так как другие гипотезы также могут в рав-
ной (или даже большей) степени согласовываться 
с наблюдаемыми данными [23]. Таким образом, 
валидность рассматриваемого в статье метода 
оценки когнитивного развития ребенка экспери-
ментально подтверждена, хотя эффект взаимо-
действия между матерью и ребенком (без комму-
никации) может базироваться и на других теоре-
тических основаниях эффективности взаимодей-
ствия в группах или коллективного интеллекта. 

Методика оценки когнитивного развития де-
тей через стимулирование разделенной интенци-
ональности в парах мать (воспитатель) и ребенок 
зависит от факторов, представленных на рис. 1. 

Объект исследования. Объектом исследо-
вания в данной биотехнической системе явля-
ются пары: ребенок и мать (воспитатель). Экс-
перименты [19–21] показывают, что эффектив-
ная разделенная интенциональность проявля-
ется среди групп индивидов в состоянии соци-
альной вовлеченности (social entrainment), ко-
торых в социологии относят также к первичной 
группе. Благодаря психофизиологической ко-
герентности и межперсональной динамике па-
ра способна на синхронную категоризацию 
сенсорных стимулов, именуемую разделенной 
интенциональностью. 

Результаты проверки верности гипотезы влияния разделенной интенциональности на результаты ответов 

Checking the hypothesis of the shared intentionality influence on the quiz-test performance 

Группы 
Результаты точности счета предметов 

Количество участников 
(испытуемых и конфедератов) χ2 P-value 

Пары мама–ребенок [20] 116 16.14 < 0.001 

Пары мама–ребенок [21] 8 4.63 < 0.05 

Первичная группа [19] 114 26.37 < 0.001 

Первичная группа [20] 41 13.49 < 0.002 
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Средство воздействия. Биотехническая 
система стимулирует разделенную интенцио-
нальность, и одновременно объекты воздей-
ствия вместе осуществляют категоризацию 
стимулов. Стимулами являются символы, не-
понятные и неизвестные для ребенка, но зна-
комые для матери (воспитателя, опекуна). За-
дания получают оба объекта одновременно, 
однако только объект оценки (ребенок) вводит 
в компьютерную систему ответ нажатием ак-
тивного поля на экране электронного устрой-
ства. Экспозицию стимулов и сбор результатов 
реализует оригинальное программное обеспе-
чение. Одновременно с оперированием стиму-
лами это же программное обеспечение стиму-
лирует межперсональную динамику между ре-
бенком и матерью (воспитателем). Программ-
ное обеспечение стимулирует межперсональ-
ную синхронность (interpersonal synchrony) в 
парах, экспонируя ритмичное изменение цве-
тов экрана прибора (80 ударов в минуту). Крас-
но-фиолетовый цвет экрана электронного 
устройства (ритмично меняющаяся длина све-
товой волны 700 и 400 нм поочередно) стиму-
лирует эмоциональное возбуждение. Кроме 
того, повышенный эмоциональный фон под-
держивается фактом участия в непривычном 
занятии. Согласно модели когерентного интел-
лекта [7, 10–12, 19–21] эмоциональное зараже-
ние (emotional contagion) и межперсональная 
синхронность индуцируют разделенную ин-
тенциональность в парах. Таким образом, вза-
имодействие внутри биотехнической системы 
стимулирует разделенную интенциональность, 
содействующую неосознанному выбору ребен-
ком одинакового с воспитателем стимула – 
правильного ответа из четырех вариантов на 
экране прибора. 

Оценка результатов воздействия. Мето-
дика оценки когнитивного развития ребенка 
основана на сравнении результата его ответа 
под воздействием разделенной интенциональ-
ности с вероятностью случайного результата. 
Такой подход к оценке обусловлен тем, что ре-
бенок отвечает на задания, не используя ника-
кой рациональной стратегии, потому что сим-
волы задания ему неизвестны. Все его ответы 
неосознанны и поэтому вероятностны, т. е. с 
этой точки зрения могут рассчитываться по за-

конам теории случайных чисел. Перед квиц-
тестом ребенка просят догадываться о пра-
вильном ответе на каждое задание, следуя 
ощущению "какой ответ больше нравится/не 
нравится", т. е. его просят принимать решения, 
повинуясь своей интуиции или знанию, прихо-
дящему внезапным инсайтом. Ему не рекомен-
дуют придерживаться единого правила при от-
ветах. После завершения квиц-теста программ-
ное обеспечение исключает возможные зако-
номерные последовательности ответов, кото-
рые предполагают какую-либо рациональную 
стратегию. Например, исключаются результа-
ты, если программа регистрирует выбор ребен-
ком каждый раз одного и того же активного 
поля на экране или выбор одного и того же па-
раметра в каждом задании (например, всегда 
одного цвета). В таком случае в конце квиц-
теста программа сообщает паре, что "задание 
выполнено неверно, просим повторить тест". 
Иными словами, данные регистрируются для 
дальнейшей обработки, если ребенок отвечал на 
вопросы квиц-теста случайно, не следуя рацио-
нальной стратегии, если все принятые ребенком 
решения случайны. Девиация результата от слу-
чайного показывает величину эффекта разделен-
ной интенциональности. Мать (воспитатель) знает 
ответ, и поэтому категоризация ею стимулов влия-
ет на категоризацию этих же стимулов ребенком и, 
соответственно, дает прирост правильных ответов 
по сравнению со случайным числом ответов. 
Квиц-тест состоит из системы 20 независимых 
вопросов, максимальная вероятность существует у 
5 правильных ответов ( ) 5 0.20233,Р =  рассчиты-
вается по формуле Бернулли 

 ( ) –  ,k k n k
n nР k C p q=  (1) 

где С – количество сочетаний n по k; n – неза-
висимые испытания, вероятность каждого рав-
на ( ) 0 1 ;р р< <  k – на сколько заданий ребенок 
ответит правильно; р – вероятность в каждом 
задании; 1 – .q p=  

Система независимых вопросов теста созда-
на таким образом, что вариант ответа каждого 
задания выбирается без исключения этого ва-
рианта из последующих заданий. Вероятность 
того, что ребенок выберет правильный ответ, 
одинакова для каждого задания и не зависит от 
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ответов на остальные задания. Вероятность 
количества k правильных ответов на задания 
определяется по (1). 

Для определения точности метода приме-
нима стандартная процедура расчета относи-
тельной погрешности измерений.  

Эксперименты с парами мать–ребенок по-
казали, что эффективность (прирост) ответов 
детей по сравнению со случайным результатом 
равномерно распределялась в диапазоне  
32–125 % [20, 21], что в пересчете на баллы для 
данной методики составляет разброс ответов в 
диапазоне 7…11 баллов. Реальная оценка 

( )Х р  определяется из среднего значения раз-
деленной интенциональности, полученной  
экспериментально [20, 21], и равна

( )эксп 8М =  баллов. Абсолютная погрешность 
рассчитывается по стандартной формуле 

из р ; Х Х−∆ =  

р ,Хδ = ∆  

где изХ  – измеренный результат квиц-теста; 

рХ  – реальная оценка, определяемая по сред-
нему экспериментальному значению; Δ – абсо-
лютная погрешность; δ  – относительная по-
грешность. 

Таким образом, при результате 9 баллов от-
носительная погрешность составит 12.5 %  
( 12.5 %δ = ). Таким образом, при установлении 
маркера успешного измерения в 9 баллов по-
грешность оценки составляет не более 13 %. 
Погрешность, равная 13 %, является допускае-
мой погрешностью для портативных медицин-
ских приборов. Например, портативные прибо-
ры измерения сахара в крови имеют допусти-
мую погрешность 10–20 %. 

При надежности результата, например при 
несоответствии результата оценки "поведенче-
ским" маркерам ребенка, диагностируемым спе-
циалистом, повторный результат квиц-теста ис-
ключает ошибку, так как вероятность повторения 
оценки низка. Расчет по (1) показывает, что веро-
ятность повторного результата 7 баллов равна 
( )7 2   0.04879,Р =  а вероятность повторного 

результата 9 баллов равна ( )9 2   0.00294,Р =  
т. е. в последнем случае вероятность случайно-

го повторения почти в 10 раз меньше. Повтор-
ную проверку рекомендуется проводить при 
результате до 8 баллов. В таком случае повтор-
ное измерение, приводящее к подтверждению 
оценки (или показывающее результат выше), 
исключает ошибку. Как отмечено ранее, экспе-
рименты [20, 21] с парами мать–ребенок пока-
зали, что ответы детей с нормальной траекто-
рией когнитивного развития давали разброс 
ответов в диапазоне 7…11 баллов. Таким обра-
зом, "нормальные" дети показывают результа-
ты в двух диапазонах: "высокий" балл от 9 до 
11 и "низкий" – от 7 до 9. "Низкий" балл явля-
ется сигналом для повышенного внимания к 
ребенку и, как показано ранее, требует повтор-
ного измерения для исключения ошибки кон-
кретного измерения. 

Модуль управления реализован специаль-
ным программным обеспечением и решает 
следующие задачи: 

1. Экспонирование квиц-теста из интел-
лектуальных заданий. Последовательная де-
монстрация 20 задач с интерактивной функци-
ей выбора решения из 4 вариантов ответа на 
каждую. 

2. Формирование базы данных после про-
хождения всех заданий квиц-теста. 

3. Стимуляции межперсональной динами-
ки. Одновременно с экспонированием стиму-
лов программное обеспечение стимулирует 
межперсональную динамику между ребенком и 
матерью (воспитателем) посредством ритмич-
ного изменения цветов экрана мобильного те-
лефона (80 миганий в минуту). 

4. Программа также стимулирует эмоцио-
нальное возбуждение. Ритмично меняющийся 
красно-фиолетовый цвет экрана смартфона с 
длинами световых волн 700 и 400 нм соответ-
ственно. Блок-схема алгоритма оценки разделен-
ной интенциональности представлена на рис. 2. 

Методика оценки разделенной интенцио-
нальности состоит из шести этапов, начиная с 
этапа "Регистрация". В систему вводятся пер-
сональные данные для контроля релевантности 
последующих измерений. На этапе "Стимуля-
ция" смена длин световых волн 700 и 400 нм 
излучения видимого спектра управляется ча-
стотной модуляцией 80 колебаний в минуту. 
Это электромагнитное воздействие индуцирует 
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межперсональную динамику между ребенком и 
матерью (воспитателем) за 1 мин до начала от-
ветов на вопросы квиц-теста и продолжается 
все время тестирования. Этап "Задание теста" 
длится 10 мин: ребенок вводит ответы на во-
просы, нажимая активное поле из 4 вариантов 
ответа. На следующем этапе "Формирование 
базы данных" создается единый массив дан-
ных, включая персональные данные и результа-
ты тестирования. По этой базе данных на ста-
дии "Контроль валидности" проверяется соот-
ветствие сформированных результатов квиц-
теста с требованиями оценки. Невалидным ре-
зультатом считаются следующие массивы дан-
ных: 1) база с менее чем 18 ответами на вопро-
сы (правильными или неправильными), 10 % 
отсутствующих ответов закладывается в слу-
чайную погрешность; 2) база, соответствующая 
критерию рациональности: ребенок использо-
вал одну из описанных ранее рациональных 
стратегий; 3) низкий результат: ребенок набрал 
меньше 8 баллов. Признание результатов нева-
лидными приводит к перезапуску теста. На по-
следней стадии "Представление бинарного ре-

зультата" в случае валидных результатов, а 
также в случае полученных повторно невалид-
ных результатов система представляет один из 
вариантов результата: 1) тест завершен благо-
получно, нет причин для беспокойства; 2) тест 
не пройден, предлагаем связаться с вашим пе-
диатром. 

Выводы. Разработана методика оценки ко-
гнитивного развития детей на основе измерения 
эффекта взаимодействия между матерью и ре-
бенком. В статье представлен расчет вероятно-
сти ошибки гипотезы разделенной интенцио-
нальности (P-value), лежащей в основе изучае-
мого эффекта взаимодействия в группах. Мак-
симальное P-value составило   0.05,р ≤  что 
можно считать подтверждением валидности 
предлагаемой методики. Методика позволяет 
диагностировать когнитивное отставание детей 
в течение 15-минутного квиц-теста. Разработан 
алгоритм диагностирования когнитивного раз-
вития детей через оценку разделенной интен-
циональности в парах мать–ребенок. Созданная 
биотехническая система использует специаль-
но разработанное программное обеспечение. 
Пользователь получает результаты оценки мо-
ментально в форме рекомендаций, понятных 
неспециалисту, а в форме сформированной ба-
зы данных они удобны для дальнейшего хране-
ния и обработки. Преимущество метода оценки 
биологических систем в том, что в нем не ис-
пользуется классический подход к оценке ко-
гнитивного развития, основанный на маркерах 
поведения детей, результаты которых субъек-
тивны и относительны, в отличие от данного 
компьютеризированного метода, диагностиру-
ющего детей также онлайн. Еще одно преиму-
щество этого метода оценки заключается в воз-
можности диагностирования отставания когни-
тивного развития детей в более раннем возрасте, 
который еще не предполагает вербальной ком-
муникации. Определена относительная погреш-
ность данного метода измерения на уровне 
14 %, что является допускаемой погрешностью 
для портативных медицинских приборов. 
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Abstract 
Introduction. Patients with diabetes are exposed to various cardiovascular risk factors, which lead to an increased 
risk of cardiac complications. Therefore, the development of a diagnostic system for diabetes and cardiovascular 
disease (CVD) is a relevant research task. In addition, the identification of the most significant indicators of both 
diseases may help physicians improve treatment, speed the diagnosis, and decrease its computational costs. 
Aim. To classify subjects with different diabetes types, predict the risk of cardiovascular diseases in diabetic patients 
using machine learning methods by finding the correlational indicators. 
Materials and methods. The NHANES database was used following preprocessing and balancing its data. Machine 
learning methods were used to classify diabetes based on physical examination data and laboratory data. Feature 
selection methods were used to derive the most significant indicators for predicting CVD risk in diabetic patients. 
Performance optimization of the developed classification and prediction models was carried out based on different 
evaluation metrics. 
Results. The developed model (Random Forest) achieved the accuracy of 93.1 % (based on laboratory data) and 
88 % (based on pysicical examination plus laboratory data). The top five most common predictors in diabetes and 
prediabetes were found to be glycohemoglobin, basophil count, triglyceride level, waist size, and body mass index 
(BMI). These results seem logical, since glycohemoglobin is commonly used to check the amount of glucose (sugar) 
bound to the hemoglobin in the red blood cells. For CVD patients, the most common predictors inlcude eosinophil 
count (indicative of blood diseases), gamma-glutamyl transferase (GGT), glycohemoglobin, overall oral health, and 
hand stiffness. 
Conclusion. Balancing the dataset and deleting NaN values improved the performance of the developed models. 
The RFC and XGBoost models achieved higher accuracy using gradient descending order to minimize the loss func-
tion. The final prediction is made using a weighted majority vote of all the decisions. The result was an automated 
system for predicting CVD risk in diabetic patients. 
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Introduction. Diabetes and cardiovascular 
diseases (CVD) remain to be among the most dan-
gerous diseases that lead to death. According to the 
World Health Organization (WHO), an estimated 
17.9 million people died from CVD in 2019, 
accounting for about 32 % of all deaths globally. 
Out of these cases, 85 % were related to strokes 
and heart attacks [1, 2]. Most adults diagnosed 
with diabetes and prediabetes were found to 
have been unaware of their health condition [3], 
which might lead to fatal cases if not treated in 
the early stages [4]. 

It is widely recognized that there is a close 
link between diabetes and CVD. Cardiovascular 
risk factors, such as obesity, hypertension, 
dyslipidemia, etc., are common in patients with 
diabetes, exposing them to increased risk of car-
diac events. In addition, previous studies have 
found biological mechanisms associated with di-
abetes that independently increase the risk of 
CVD in diabetic patients [5]. 

At present, machine learning models are popu-
lar methods for analyzing and processing biomedi-
cal data. Such models have been successfully used 
for predicting common diseases, including diabe-
tes [6], hypertension in diabetic patients [7], and 
CVD among diabetic patients [8]. Machine learn-
ing methods can reveal hidden factors and deter-
mine the common indicators between diabetes and 
CVD, which is important for early diagnosis and 
prediction of CVD in patients with diabetes. 

In this paper, machine learning models are 
used to predict diabetes and CVD. Prediction 

models were developed separately to maximize 
their benefit for targeting a larger range of pa-
tients, despite the known association between 
these diseases. 

Feature selection methods, such as Random 
Forest Classifier (RFC) and Extreme Gradient 
Boosting (XGB), are widely used to identify the 
most significant features сommon between diseas-
es, thus facilitating disease classification and pre-
diction [9]. Prediction models, including training 
and testing processes, were developed based on 
the National Health and Nutrition Examination 
Survey (NHANES) dataset. 

Methods. Several machine learning models 
were utilized in this research. First, the model is 
fed with training data containing the recorded ob-
servations and the corresponding labels for the 
observations category in supervised learning. After 
that, the model predicts which output label should 
be associated with the new given observation. The 
approach is depicted in Fig. 1, starting from raw 
data through the development of the classification 
models ending their evaluation in predicting diabe-
tes or cardiovascular disease. The flow diagram 
consists of four stages: data mining and modeling, 
model development, model evaluation, and classi-
fication and correlation. 

Data Mining and Modeling. The research 
methodology is pipeline data mining and model-
ing, including preprocessing, normalization and 
standardization. The first step in preprocessing 
involves converting the NHANES data (raw pa-
tient records) into an acceptable and suitable for-

 

Fig. 1. A flow chart visualizing the main stages in the model approach 
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mat for the machine learning algorithms, cleaning 
NaN values, removing redundant rows and col-
umns, and replacing the mean value. The second 
step of preprocessing involves labeling the data 
and the output to split the data into training and 
testing sets. This paper includes physical examina-
tions and laboratory incidents in the database. Bi-
nary labels are generated on the survey to facilitate 
the classification task, as shown in Tab. 1. 

After preprocessing the data separately for 
each disease category, the resulting patients' distri-
bution is shown in Fig. 2. The histograms show the 
proportion of diagnosed patients with one of the 
diseases under study to the proportion of healthy 
individuals. The percentages were taken depending 
on the NHANES data after preprocessing and re-
moving redundant and NaN values. The data dis-
tribution is as follows: 8.5 % were diagnosed with 
diabetes, 4.8 % were diagnosed with prediabetes, 
and 3.6 % had one form of CVD. The dataset was 
normalized and standardized using machine learn-
ing tools in Python. The majority of medical data-
bases face the imbalance problem, leading to er-
rors in classification. This problem was solved 
using the Synthetic Minority Oversampling Tech-
nique (SMOTE) for oversampling imbalanced 
classification datasets. 

Model Development. The dataset resulting 
from the previous stage was split into training and 
testing sets. First, downsampling was used to pro-
duce a balanced 80/20 train/test split. Next, the 
training set was used to teach the models; then, the 
models were tested by the testing sets to evaluate 
the prediction models in the validation stage. The 
testing set will be fed to the models as unseen data, 
then the performance of the models will be evalu-
ated with the testing set. 

Model evaluation. All the models were tested 
by metric parameters that were based on the per-
formance statistics in terms of accuracy, precision, 
recall, and F1 score. The latter sums up the predic-
tion efficiency of a model by combining the recall 
and precision metrics. Depending on the value of 
accuracy and F1 score, the models were evaluated. 
Although multiple methods were used for the pur-
poses of this research, such as logistic regression, 
SVM, decision trees, adaptive boosting, gradient 
boosting, random forests (RFC), and XGboost 
(XGB), we selected RFC and XGB due to their 
protential of feature selection and correlational 
analysis between diabetes and CVD. 

Classification and Correlation. This pipeline 
output is a well-tuned classifier that can predict 
which output label should be associated with 
a new observation for diabetes and an individual 
CVD form.  

In addition to the correlational analysis, which 
shows the common most significant indicators be-
tween diabetes and CVD and provides a medical 
interpretation for these indicators. 

Tab. 1. Data labels conversion 
Code in NHANES dataset Diagnosing (label) 

DIQ010 Diabetes (diagnosed with 
diabetes Yes = 1, No = 0) 

DIQ160 Prediabetes (diagnosed with 
prediabetes Yes = 1, No = 0) 

MCQ160F CVD (stroke, heart failure) 

 

Fig. 2. Diabetes, prediabetes and CVD patients' proportion to the healthy people in NHANES dataset 
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Results. Tab. 2 describes the evaluation met-
rics that were used to evaluate the diabetes and 
prediabetes classification produced by XGB and 
RFC classifiers based on the data used: only labor-
atory data (Lab), both physical examination and 
laboratory data (Exam + Lab). Tab. 2 shows a 
close convergence between the parameters. How-
ever, it can be seen that RFC demonstrates higher 
accuracy and F1 score (93 and 94 %, respectively) 
levels for diabetes based on both laboratory data 
only and physical examination plus laboratory 
data. Therefore, RFC can be considered to be the 
best method. Fig. 3 visualizes the performance of 
the models in terms of accuracy when classifying 
CVD based on physical examination plus labora-
tory data. Fig. 4 shows that RFC produces the 

best accuracy when classifying using laboratory 
data only. 

Hence, for the purposes of correlational analy-
sis based on the selected features, XGB and RFC 
were used to select 24 most significant features 
from the laboratory dataset and from the physical 
examination plus laboratory dataset, respectively. 
Fig. 5 and 6 show the most significant features in 
each case. 

Discussion. Diabetic and prediabetes predic-
tion. The ensemble models trained on diabetic pa-
tients were shown to have a higher predictive power 
in terms of accuracy. This particularly concerns 
RFC (93 and 87 %), as can be seen from Tab. 2. For 
comparison, XGB showed the highest accuracy of 
79 % (Lab) and 77 % (Exam + Lab) in predicting 
prediabetes. This decrease in detection performance 
between RFC and XGB can be explained by two 
factors: 1) a decreased number of observations; 
2) boundary conditions for the recorded observa-
tions. The prediabetes dataset includes about 6300 
available observations, compared to 9400 observa-
tions for diabetes. The difference in the size of the 
observation datasets was connected with the pre-
processing stage, which aimed to delete NaN val-
ues, redundant observations, and those without cor-
responding diagnoses. Moreover, it can be seen 
from Tab. 2 that F1 scores are high in general, 
which suggest that the models are stable and that F1 
scores increased gradually and achieved their max-
imal value in diabetic prediction by RFC based on 
the laboratory dataset. 

Cardiovascular patient prediction. Fig. 3 
demonstrates the performance of the developed mod-
els in terms of their accuracy in classifying CVD using 
physical examination plus laboratory data. Fig. 4 
shows that RFC has the highest accuracy of 77 % 

 

Fig. 3. Accuracy comparison for the models based on physical 
examination plus laboratory data 

Accuracy Score 

Random Forest 

Gradient Boosting 

XGBoost 

Adaptive Boosting 

SVM 

Logistic Regression 

M
od

el
 

0 10 20 30 40 50 60 70 

 

Fig. 4. Accuracy comparison for the models based on physical 
examination plus laboratory data 
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Tab. 2. Evaluation parameters for the XGB and RFC models with different data cases 

Method Diagnosing Dataset Precision Recall F1-score Accuracy 
XGB Prediabetes Lab 0.71 0.99 0.83 0.79 
RFC Prediabetes Lab 0.71 0.99 0.83 0.79 
XGB Prediabetes Exam + Lab 0.69 0.97 0.81 0.77 
RFC Prediabetes Exam + Lab 0.63 0.98 0.77 0.70 
XGB Diabetes Lab 0.85 0.96 0.91 0.90 
RFC Diabetes Lab 0.90 0.97 0.94 0.93 
XGB Diabetes Exam + Lab 0.77 0.93 0.84 0.83 
RFC Diabetes Exam + Lab 0.83 0.94 0.88 0.87 



Machine Learning System for Predicting Cardiovascular Disorders in Diabetic Patients 
 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2022. Т. 25, № 4. С. 116–122 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2022, vol. 25, no. 4, pp. 116–122 

120 

when using the laboratory dataset only, compared 
to Gradient Boosting with an accuracy of 74 %. 
The size of observations, in this case, is about 
5600, which explains a decrease in accuracy 
compared with diabetes prediction. 

Correlational analysis. For the purposes of 
correlational analysis, five most significant indi-
cators from each of the examination and laborato-

ry datasets were selected for interpretation based 
on medical information in order to verify whether 
these indicators might place diabetic patients at 
risk of CVD. The most significant indicators were 
revealved through classification based on labora-
tory data: eosinophil count, sodium intake, mon-
ocyte percent, glycohemoglobin, and gamma-
glutamyl transferace (GGT). Based on physical 

 

Fig. 5. Feature importance for diabetes classifiers (examination + laboratory). The most important features results  
for predicting CVD from the selected features for diabetes are shown 

Recent pain/aching/stiffness – right hand 
Dominant hand 

MIL: maximum inflation levels (mm Hg) 
Overall Oral Health Exam Status 

Coded cuff size 
Tooth Count: #11 

Weight (kg) 
Saggital Abdominal Diameter 1st (cm) 

Average Saggital Abdominal Dimeter (cm) 
Enhancement used third reading 

Recent pain/aching/stiffness – left hand 

Waist Circumference (cm) 
Tooth Count: #30 

Upper Leg Length (cm) 
Tooth Count: #28 
Tooth Count: #26 

Tooth Count: #18 
Tooth Count: #3 

Tooth Count: #20 
Tooth Count: #25 
Tooth Count: #2 

Tooth Count: #31 
Doctor told you have diabetes 

Tooth Count: #1 
Pulse type 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 

 – Score 

Important classification features for stroke by RFC depending on the selected features for diabetes 

 

Fig. 6. Feature importance for diabetes classifiers (laboratory). The most important features results for predicting CVD  
from the selected features for diabetes are shown 
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examination data, the top five indicators com-
prised hand stiffness, overall oral health, weight, 
waist circumference, and upper leg length [10, 11]. 

Eosinophils are a kind of white blood cell, 
which, upon activation, release enzymes to fight 
foreign substances and infections [12]. Disbalances 
in the normal eosinophil count can represent an un-
healthy blood status. A high level of sodium intake 
can raise blood pressure, thus leading to the risk of 
a heart disease or stroke [13]. Most of the sodium 
consumed with food comes in the form of salt. 

Studies showed that an increased intermediate 
monocyte count is independently associated with 
CVD incidence [14]. Glycohemoglobin is a blood test 
that determines the level of glucose (sugar) bound to 
the hemoglobin in the red blood cells. Glycohemoglo-
bin levels in the blood can predict CVD risk in people 
with diabetes. Moreover, it is suggested that good 
blood glucose control plays a significant role in reduc-
ing CVD risk [15]. Gamma-glutamyl transferase 
(GGT) is a special enzyme on the external surface of 
cellular membranes. GGT levels can be elevated un-
der many pathophysiological conditions, and elevated 
GGT activity is related to CVD risk, such as coronary 
heart disease [16]. Body mass index and waist circum-
ference were found to be associated with coronary 
heart disease [17]. 

The developed models also revealed other in-
dicators that may contribute to CVD risk in pa-
tients with diabetes, including alcohol consump-
tion, triglyceride level, and basophil count. 

Conclusion. The preprocessing stage dealt with 
the problem of a highly uneven (imbalanced) dataset 
in terms of sample size and NaN values. Solving 
these problems improved the performance of the 
models. XGB and RFC models have demonstrated 
the highest accuracy, since these models minimize 
the loss function by building decision trees using 
gradient descent and making the final decision as a 
weighted vote of all the decision trees. XGB showed 
a relatively better results in terms of speed and per-
formance compared to RFC, which is sensitive to the 
kernel type and slow with extensive datasets. How-
ever, in general, RFC showed the highest perfor-
mance and, therefore, was used to determine diag-
nostic indicators. Among the top five most common 
predictors in diabetes and prediabetes patients were 
found to be glycohemoglobin, basophils, triglycer-
ides, waist size, and body mass index (BMI). These 
analytical results agree well with published literature. 
The models identified eosinophils number (which is 
indicative of blood diseases), GGT, glycohemoglo-
bin, overall oral health, and hand stiffness as predic-
tors for cardiovascular diseases. 
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Содержание аннотации рекомендуется представить в структурированной форме: 

Введение. Приводится общее описание исследуемой области, явления. Аннотацию не следует начинать 
словами «Статья посвящена…», «Цель настоящей статьи…», так как вначале надо показать 
необходимость данного исследования в силу пробела в научном знании, почему и зачем проведено 
исследование (описать кратко). 
Цель работы. Постановка цели исследования (цель может быть заменена гипотезой или 
исследовательскими вопросами). 
Материалы и методы. Обозначение используемой методологии, методов, процедуры, где, как, когда 
проведено исследование и пр. 
Результаты. Основные результаты (приводятся кратко с упором на самые значимые и привлекательные 
для читателя/научного сообщества). 
Обсуждение (Заключение). Сопоставление с другими исследованиями, описание вклада исследования 
в науку. 

В аннотации не следует упоминать источники, использованные в работе, пересказывать содержание 
отдельных разделов. 
При написании аннотации необходимо соблюдать особый стиль изложения: избегать длинных и сложных 
предложений, выражать мысли максимально кратко и четко. Составлять предложения только в настоящем 
времени и только от третьего лица. 
Рекомендуемый объем аннотации – 200–250 слов. 

Ключевые слова – набор слов, отражающих содержание текста в терминах объекта, научной отрасли и 
методов исследования. Рекомендуемое количество ключевых слов/фраз – 5–7, количество слов внутри 
ключевой фразы – не более 3. 
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Текст статьи излагается в определенной последовательности. Рекомендуется придерживаться формата 
IMRAD (Introduction, Methods, Results, Discussion; Введение, Методы, Результаты, Обсуждение): 

Введение. Во введении автор знакомит с предметом, задачами и состоянием исследований по теме 
публикации; при этом необходимо обязательно ссылаться на источники, из которых берется информация. 
Автор приводит описание "белых пятен" в проблеме или того, что еще не сделано, и формулирует цели и 
задачи исследования. 

В тексте могут быть применены сноски, которые нумеруются арабскими цифрами. В сносках могут быть 
размещены: ссылки на анонимные источники из Интернета, ссылки на учебники, учебные пособия, ГОСТы, 
авторефераты, диссертации (если нет возможности процитировать статьи, опубликованные по результатам 
диссертационного исследования). 

Методы. Необходимо описать теоретические или экспериментальные методы исследования, 
используемое оборудование и т. д., чтобы можно было оценить и/или воспроизвести исследование. Метод или 
методологию проведения исследования целесообразно описывать в том случае, если они отличаются новизной. 

Научная статья должна отображать не только выбранный инструментарий и полученные результаты, но и 
логику самого исследования или последовательность рассуждений, в результате которых получены 
теоретические выводы. По результатам экспериментальных исследований целесообразно описать стадии и 
этапы экспериментов. 

Результаты. В этом разделе представлены экспериментальные или теоретические данные, 
полученные в ходе исследования. Результаты даются в обработанном варианте: в виде таблиц, графиков, 
диаграмм, уравнений, фотографий, рисунков. В этом разделе приводятся только факты. В описании 
полученных результатов не должно быть никаких пояснений – они даются в разделе «Обсуждение». 

Обсуждение (Заключение и Выводы). В этой части статьи авторы интерпретируют полученные 
результаты в соответствии с поставленными задачами исследования, приводят сравнение полученных 
собственных результатов с результатами других авторов. Необходимо показать, что статья решает научную 
проблему или служит приращению нового знания. Можно объяснять полученные результаты на основе своего 
опыта и базовых знаний, приводя несколько возможных объяснений. Здесь излагаются предложения по 
направлению будущих исследований. 

Список литературы (библиографический список) содержит сведения о цитируемом, рассматриваемом или 
упоминаемом в тексте статьи литературном источнике. В список литературы включаются только 
рецензируемые источники (статьи из научных журналов и монографии). 

Список литературы должен иметь не менее 15 источников (из них, при наличии, не более 20 % – на 
собственные работы), имеющих статус научных публикаций. 

Приветствуются ссылки на современные англоязычные издания (требования МНБД Scopus – 80 % 
цитируемых англоязычных источников). 

Ссылки на неопубликованные и нетиражированные работы не допускаются. Не допускаются ссылки на 
учебники, учебные пособия, справочники, словари, диссертации и другие малотиражные издания. 

Если описываемая публикация имеет цифровой идентификатор Digital Object Identifier (DOI), его необходимо 
указывать в самом конце библиографической ссылки в формате "doi: …". Проверять наличие DOI статьи 
следует на сайте: http://search.crossref.org или https://www.citethisforme.com . 

Нежелательны ссылки на источники более 10–15-летней давности, приветствуются ссылки на современные 
источники, имеющие идентификатор doi. 

За достоверность и правильность оформления представляемых библиографических данных авторы несут 
ответственность вплоть до отказа в праве на публикацию. 

Аннотация на английском языке (Abstract) в русскоязычном издании и международных базах данных 
является для иностранных читателей основным и, как правило, единственным источником информации о 
содержании статьи и изложенных в ней результатах исследований. Зарубежные специалисты по аннотации 
оценивают публикацию, определяют свой интерес к работе российского ученого, могут использовать ее в 
своей публикации и сделать на нее ссылку, открыть дискуссию с автором. 

Текст аннотации должен быть связным и информативным. При написании аннотации рекомендуется использовать 
Present Simple Tense. Present Perfect Tense является допустимым. Рекомендуемый объем – 200–250 слов. 
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Список литературы (References) для зарубежных баз данных приводится полностью отдельным блоком, 
повторяя список литературы к русскоязычной части. Если в списке литературы есть ссылки на иностранные 
публикации, то они полностью повторяются в списке, готовящемся в романском алфавите. В References 
совершенно недопустимо использовать российский ГОСТ 7.0.5–2008. Библиографический список 
представляется с переводом русскоязычных источников на латиницу. При этом применяется транслитерация 
по системе BSI (см. http://ru.translit.net/?account=bsi). 

Типовые примеры описания в References приведены на сайте журнала https://re.eltech.ru . 

Сведения об авторах 

Включают для каждого автора фамилию, имя, отчество (полностью), ученую или академическую степень, 
ученое звание (с датами присвоения и присуждения), почетные звания (с датами присвоения и присуждения), 
краткую научную биографию, количество печатных работ и сферу научных интересов (не более 5–6 строк), 
название организации, должность, служебный и домашний адреса, служебный и домашний телефоны, адрес 
электронной почты. Если ученых и/или академических степеней и званий нет, то следует указать место 
получения высшего образования, год окончания вуза и специальность. Также требуется включать 
индентификационный номер исследователя ORCID (Open Researcher and Contributor ID), который 
отображается как адрес вида http://orcid.org/xxxx-xxxx-xxxx-xxxx. При этом важно, чтобы кабинет автора в 
ORCID был заполнен информацией об авторе, имел необходимые сведения о его образовании, карьере, другие 
статьи. Вариант «нет общедоступной информации» при обращении к ORCID не допускается. В сведениях 
следует указать автора, ответственного за прохождение статьи в редакции. 

Правила оформления текста 

Текст статьи подготавливается в текстовом редакторе Microsoft Word. Формат бумаги А4. Параметры 
страницы: поля – верхнее, левое и нижнее 2.5 см, правое 2 см; колонтитулы – верхний 2 см, нижний 2 см. 
Применение полужирного и курсивного шрифтов допустимо при крайней необходимости. 

Дополнительный, поясняющий текст следует выносить в подстрочные ссылки при помощи знака сноски, а 
при большом объеме – оформлять в виде приложения к статье. Ссылки на формулы и таблицы даются в 
круглых скобках, ссылки на использованные источники (литературу) – в квадратных прямых. 

Все сведения и текст статьи набираются гарнитурой "Times New Roman"; размер шрифта  
основного текста 11 pt, остальных сведений 10 pt; выравнивание по ширине; абзацный отступ 0.6 см; 
межстрочный интервал "Множитель 1.1"; автоматическая расстановка переносов. 

Правила верстки списка литературы, формул, рисунков и таблиц подробно описаны на сайте https://re.eltech.ru. 

Перечень основных тематических направлений журнала 

Тематика журнала соответствует номенклатуре научных специальностей:  

2.2 – Электроника, фотоника, приборостроение и связь: 
2.2.1 – Вакуумная и плазменная электроника. 
2.2.2 – Электронная компонентная база микро- и наноэлектроники, квантовых устройств. 

2.2.3 – Технология и оборудование для производства материалов и приборов электронной техники. 
2.2.4 – Приборы и методы измерения (по видам измерений). 

2.2.5 – Приборы навигации. 
2.2.6 – Оптические и оптико-электронные приборы и комплексы. 

2.2.7 – Фотоника. 
2.2.8 – Методы и приборы контроля и диагностики материалов, изделий, веществ и природной среды. 

2.2.9 – Проектирование и технология приборостроения и радиоэлектронной аппаратуры. 
2.2.10 – Метрология и метрологическое обеспечение. 

2.2.11 – Информационно-измерительные и управляющие системы. 
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2.2.12 – Приборы, системы и изделия медицинского назначения. 

2.2.13 – Радиотехника, в том числе системы и устройства телевидения. 
2.2.14 – Антенны, СВЧ-устройства и их технологии. 

2.2.15 – Системы, сети и устройства телекоммуникаций. 
2.2.16 – Радиолокация и радионавигация. 

 
Указанные специальности представляются в журнале следующими основными рубриками: 

"Радиотехника и связь": 

• Радиотехнические средства передачи, приема и обработки сигналов. 
• Проектирование и технология радиоэлектронных средств. 
• Телевидение и обработка изображений. 
• Электродинамика, микроволновая техника, антенны. 
• Системы, сети и устройства телекоммуникаций. 
• Радиолокация и радионавигация. 

"Электроника": 

• Микро- и наноэлектроника. 
• Квантовая, твердотельная, плазменная и вакуумная электроника. 
• Фотоника. 
• Электроника СВЧ. 

"Приборостроение, метрология и информационно-измерительные приборы и системы": 

• Приборы и системы измерения на основе акустических, оптических и радиоволн. 
• Метрология и информационно-измерительные приборы и системы. 
• Приборы медицинского назначения, контроля среды, веществ, материалов и изделий. 

Адрес редакционной коллегии: 197022, Санкт-Петербург, ул. Проф. Попова, 5 литера Ф, СПбГЭТУ 
"ЛЭТИ", редакция журнала "Известия высших учебных заведений России. Радиоэлектроника" 

Технические вопросы можно выяснить по адресу radioelectronic@yandex.ru 
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