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Аннотация 
Введение. Современные универсальные средства компьютерного моделирования позволяют выполнять анализ 
сложных волноводных структур, канализирующих электромагнитную энергию. Для оценки получаемых резуль-
татов расчета бывает необходимо сравнить их с известным "точным" значением и после этого провести калибров-
ку рассматриваемой электродинамической модели. Найти искомое значение можно с помощью метода Фурье, 
позволяющего определить постоянную распространения в регулярном прямоугольном волноводе с частичным 
заполнением диэлектриком и оценить его канализирующие свойства в различных диапазонах длин волн. 
Цель работы. Построение вычислительной модели расчета регулярного волновода с произвольным располо-
жением диэлектрика на поперечном сечении методом Фурье, определение дисперсионных характеристик ана-
лизируемых структур в миллиметровом диапазоне длин волн. 
Материалы и методы. Математическая модель для анализа волновода с частичным заполнением диэлек-
триком выполнена на базе уравнений Максвелла с применением граничных условий для касательных и нор-
мальных компонент электромагнитного поля. 
Результаты. Проведен численный анализ дисперсионных характеристик структур со сложным диэлектри-
ческим заполнением. Показана методика построения расчетной модели для поиска постоянной распростра-
нения в прямоугольном волноводе с произвольным расположением диэлектрического заполнения, что может 
являться основой для анализа слоистых диэлектрических структур со сложной формой поперечного сечения 
и различной относительной диэлектрической проницаемостью. 
Заключение. Созданные математические модели позволили численно оценить канализирующие свойства волно-
водов с диэлектрическим заполнением в СВЧ-диапазоне. 
Ключевые слова: метод Фурье анализа, волноводы с диэлектрическим заполнением, канализирующие диэлек-
трические структуры, линейные диэлектрики 
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Abstract 
Introduction. Modern computer simulation tools can be used to analyze complex waveguide structures channeling 
electromagnetic energy. In order to verify the obtained calculation results, they should be compared with a known "ex-
act" value followed by calibration of the considered electrodynamic model. The desired value can be found using the 
method of Fourier transform, which allows the propagation constant in a regular rectangular waveguide with partial 
filling with a dielectric to be determined and its channeling properties in various wavelength ranges to be evaluated. 
Aim. Construction of a computational model for calculating a regular waveguide with an arbitrary arrangement of 
the dielectric on the cross section by the Fourier method, determination of the dispersion characteristics of the ana-
lyzed structures in the millimeter wavelength range. 
Materials and methods. A mathematical model for the analysis of a waveguide with partial dielectric filling is based on 
Maxwell’s equations using boundary conditions for tangential and normal components of the electromagnetic field. 
Results. A numerical analysis of the dispersion characteristics of structures with complex dielectric filling was car-
ried out. A methodological approach to constructing a computational model for searching for the propagation con-
stant in a rectangular waveguide with an arbitrary arrangement of dielectric filling is proposed. This approach can 
serve as the basis for analyzing layered dielectric structures with a complex cross-sectional shape and different val-
ues of relative permittivity. 
Conclusion. The developed mathematical models made it possible to numerically evaluate the channeling properties of 
waveguides with dielectric filling in the microwave range. 
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Введение. Существующие средства САПР 
позволяют успешно выполнять расчеты сложных 
волноведущих структур, однако для получения 
искомого результата требуются значительные вы-
числительные и временные ресурсы [1–3]. При-
менение рассматриваемого в статье анализа с ис-
пользованием метода Фурье позволяет получать 
искомый результат, а именно находить постоян-
ную распространения электромагнитной волны в 
волноводной структуре со слоистым диэлектриче-
ским заполнением без существенных затрат. По-
лученный результат становится ориентиром для 
калибровки универсальных САПР, используемых 

при расчете волноведущих структур [2, 3], тем 
самым обеспечивая экономию времени в процессе 
проектирования СВЧ-устройства. На основе таких 
структур, например, возможно построение эле-
ментов волноводных фильтров, состоящих из от-
резков волноводов с частичным диэлектрическим 
заполнением [4]. При этом линейные или нели-
нейные диэлектрики могут быть слоистыми, син-
тезированными из различных материалов с близ-
кими диэлектрическими проницаемостями, име-
ющими разнонаправленные температурные коэф-
фициенты, что в свою очередь позволяет создавать 
температурно-стабилизированные структуры с 
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частотными параметрами, практически не изменя-
емыми в широком диапазоне температур. Таким 
образом, данным методом возможно провести 
анализ зависимости постоянной распространения 
в волноводе с частичным диэлектрическим запол-
нением с учетом влияния температуры. Решение и 
постановка такой задачи будут проанализиро-
ваны в материале других публикаций. 

Постановка задачи. Рассмотрим решение 
собственной задачи о распределении поля на 
поперечном сечении и нахождении постоянной 
распространения в регулярных волноводах с 
частичным диэлектрическим заполнением [5–
14]. В случае гармонических напряженностей 

электрического ( ), , j tx y z e ω=E Ε  и магнитного 

( ), , j tx y z e ω=H H

 полей уравнения Максвелла 
для этих волноводов можно представить в виде 

 
( )

0

0

rot ;

rot , ,

j

j x y

= − ωµ

= ωε ε

E H

H E

 

 

 (1) 

где 2 ;fω= π  f – частота; 10
0

Гн4 10 ;
мм

−µ = π ⋅  

15
0

Ф8.854 10 ;
мм

−ε = ⋅ ( ),x yε  – кусочно-

постоянная функция распределения диэлектри-
ческой проницаемости на поперечном сечении. 

В соответствии с цилиндрической симметрией 
волноводов решение уравнений (1) имеет вид 
плоских неоднородных волн, распространяющих-
ся вдоль оси z с постоянной распространения :γ  

 
( )

( )
( ) ;

( ) ,

j t z

j t z

x, y, e

x, y e

ω − γ

ω − γ

=

=

E E

H H


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 (2) 

где ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ;x x y y z zx y E x y E x y E x y= + +E e e e

( ) ( ) ( ) ( ), , , , .x x y y z zx y H x y H x y H x y= + +H e e e  
Уравнения Максвелла (1) для решений в 

виде (2) можно преобразовать к уравнению от-
носительно вектора ( ), :x yE  

 ( ) ( )2 2, , 0,x y x y⊥∇ + χ =E E  (3) 

где 
2 2

2
2 2x y

⊥
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

 – лапласиан в поперечных 

координатах ( ) ( )2 2 2 2 2
0 0,  .k x y k =χ = ε − γ ω ε µ  

Придадим волновому уравнению (3) опера-
торный вид, введя линейный дифференциаль-

ный оператор 2 2ˆ ,L ⊥= ∇ + χ
 
тогда 

 ( )ˆ , 0.L x y =E  (4) 

Общий подход к решению (4) состоит в вы-
боре способа аппроксимации векторной функ-
ции ( ), ,x yE  позволяющего свести решение 
дифференциального уравнения к решению си-
стемы линейных алгебраических уравнений 
относительно коэффициентов аппроксимиру-
ющей функции. Уравнения Максвелла согла-
суют поиск функций, аппроксимирующих 
( ), ,x yE  с вычислением постоянной распро-

странения, и в этом смысле поиск приближен-
ного решения уравнения (4) приводит к двум 
самостоятельным задачам: нахождению посто-
янной распространения γ  и распределения по-
ля на поперечном сечении волновода. Следует 
заметить, что нахождение постоянной распро-
странения имеет больший приоритет, чем рас-
пределение поля, которое во многих задачах 
может быть описано на качественном уровне. 
Однако общее решение собственной задачи 
прямоугольных волноводов с частичным ди-
электрическим заполнением должно быть свя-
зано с поиском γ  и вида ( ), .x yE  В этом случае 

напряженность магнитного поля ( ),x yH  
найдется из уравнений Максвелла (1).  

Разложение в ряд Фурье ( ),x yE  в орто-
гональном базисе. Рассмотрим способ реше-
ния уравнения (4) разложением ( ),x yE  в ряд 
Фурье в ортогональном базисе, образованном 
координатными функциями, представляющими 
собственное решение полого прямоугольного 
волновода сечением (a × b):  
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( )

( )

,

,

,

, cos sin ;

, sin cos ;

, sin sin ,

x mn

y mn

z mn

m x n yE x y
a b

m x n yE x y
a b

m x n yE x y
a b

π π   =    
   

π π   =    
   

π π   =    
   

 (5) 

где 0,1, ...;m =  0,1, ... .n =  
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Функции (5) удовлетворяют граничным 
условиям на идеально проводящем контуре по-
перечного сечения: 

( )

( )

( )

, 0;, 0,

, 0;, 0,

, 0., 0,
0,

E x yx mn y b

E x yy mn x a

E x yz mn x a
y b

==

=
=

==
=

 

Собственный вектор ( ),mn x yE  на попе-
речном сечении имеет вид  

( ) ( )
( ) ( )

,

, ,

, ,

, , .
mn x x mn

y y mn z z mn

x y E x y

E x y E x y

= +

+ +

E e

e e
 

Для пары собственных векторов ( ),mn x yE , 

( ),pq x yE  в ортогональном базисе определено 
скалярное произведение 
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( ) ( )(

( ) ( )
( ) ( ))
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x y x ymn pq

E x y E x yx mn x pq
S

E x y E x yy mn y pq

E x y E x y dSz mn z pq

=

= +

+ +

+

∫
E E

 

(6)

 

где S – поперечное сечение волновода. 
Скалярное произведение собственных век-

торов удовлетворяет условию ортогональности  

  

( ) ( )( ), , ,

0,  если  или ;

, если ,  .
4

mn pqx y x y

p m n q
ab p m n q

=

≠ ≠
= 

= =

E E

 
(7)

 

Искомый вектор ( ),x yE  в (4) представим раз-
ложением в ряд Фурье в ортогональном базисе  

 ( ) ( ),
0,1, ... 0,1, ...

, , ,m n mn
m n

x y a x y
∞ ∞

= =
= ∑ ∑E E  (8) 

где ,m na  – коэффициенты Фурье. 
Коэффициенты Фурье можно найти на ос-

новании (7). Умножив левую и правую части 
разложения (8) на собственный вектор 

( ), ,pq x yE  образуем скалярные произведения 
(6) и получим  

( ) ( )( )

( ) ( )( ),
0,1, ... 0,1, ...

, ,

, , .
m n

pq
S

mn pq
m n S

x y x y dS

a x y x y dS
∞ ∞

= =

=

=

∫
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E E

E E (9)
 

В правой части соотношения (9) интеграл 
не равен нулю только при ,  ,m p n q= =  поэто-
му коэффициенты Фурье определяются как  

 ( ) ( )( ), , , .m n mn
S

a E x y E x y dS= ∫  (10) 

Из теории рядов Фурье известно, что ряд (8) 
по собственным векторам уравнения (3) схо-
дится абсолютно и равномерно к ( ),x yE  при 

определении коэффициентов ,m na  в виде (10). 

Построение системы алгебраических 
уравнений. Подставив (8) в операторные урав-
нения (4), получим 

 
( )

( )

,

,
0 0
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ˆ , 0.

m n

m n

mn
m n

mn
m n

L a x y

a L x y

∞ ∞
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 
=  
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∑ ∑

E
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(11)

 

Умножив обе части равенства (11) скалярно 
на собственный вектор ( ), ,pq x yE  получим 

( ) ( )( ),
0 0

ˆ, , 0.
m n pq mn

m n S
a x y L x y dS

∞ ∞

= =
=∑ ∑ ∫ E E  (12) 

Обозначим 

 
( ) ( )( ) ( ),ˆ, , .pq mn pq mn

S
x y L x y dS f= γ∫ E E  (13) 

Соотношению (12) можно придать вид беско-
нечной системы однородных алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов Фурье 
ряда (8): 

 ( ), ,
0 0

0.
m n pq mn

m n
a f

∞ ∞

= =
γ =∑ ∑  (14) 

Редукция бесконечной системы уравнений 
(14) возможна при условии конечного числа функ-
ций разложения в (8). Тогда при конечных суммах 
соотношение (14) представляет собой невязку (11). 
Фактически это означает замену представления 
искомой функции в виде ряда Фурье ее аппрокси-
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мацией конечным числом функций ортогонально-
го базиса разложения. Допустим, что максималь-
ное число функций определено выбором значений 
M и N. Тогда при относительно малых значениях 
M и N, а следовательно, и порядка системы урав-
нений можно надеяться на достаточно быструю 
сходимость аппроксимируемой функции ( ),x yE  
к функции, определенной разложением в ряд 
Фурье при увеличении M и N. Это означает, что 
решение редуцированной системы уравнений при 
M →∞  и N →∞  окажется сколь угодно близ-
ким к решению бесконечной системы уравнений 
(14). Строгое обоснование такого подхода к (14) 
приводится в вычислительной математике [12]. 

Примеры решения задач прямоугольных 
волноводов с частичным диэлектрическим 
заполнением. Аппроксимируем искомую 
функцию ( ),x yE  конечным числом функций из 
бесконечного ортогонального базиса геометри-
ческих функций (5). Найдем в явном виде эле-
менты системы уравнений ( ),pq mnf γ , подста-

вив в (13) соотношения для ( ), .mn x yE  Рас-
крыв скалярное произведение, получим  

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
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pq mn x pq mn x
S
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E x y L x y

E x y L x y dS
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∫ E

E
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Вид оператора L̂  известен, собственные 
функции и собственные векторы определены 
соотношением (5), поэтому после преобразова-
ний соотношение (15) можно привести к виду  
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(16)

 

где ,
0 при  или ;
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I
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( ) ( ) ( ) ( )3
, , ,, , , .pq mn z mn z pq

S
J x y E x y E x y dS= ε∫  

Система линейных уравнений (14) однородна 
и имеет отличные от нуля решения в том и только 
в том случае, если ее определитель равен нулю 
[15]. Определитель системы уравнений зависит от 
постоянной распространения γ , и его обнуление 
является решением для постоянной распростране-
ния. Очевидно, вид поперечного сечения с непол-
ным диэлектрическим заполнением определяет 
вид соотношений для вычисления элементов мат-
рицы системы уравнений (14) [4, 7].  

Для волновода, поперечное сечение которо-
го показано на рис. 1, а, интегралы в (14), зави-
сящие от положения диэлектрического стерж-
ня, могут быть представлены в виде  
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Для волноводов, поперечные сечения которых 
показаны на рис. 1, б, в, интегралы в (14), завися-
щие от расположения диэлектрического стержня, 
могут быть представлены в виде, аналогичном 
(17). Опустим подробности простых преобразова-
ний и приведем результаты расчета постоянных 
распространения волн основного типа в волново-
дах, поперечные сечения которых представлены 
на рис. 1, а–в, при а = 7.2 мм, b = 3.6 мм и цен-
тральном положении диэлектрического стержня. 
На рис. 2–4 приведены результаты расчетов по-
стоянной распространения волны основного 
типа в волноводах на частоте 30 ГГц. 

Распределения напряженностей электрическо-
го и магнитного полей на поперечном сечении при 
известной постоянной распространения и коэф-
фициентов Фурье как решений однородной алгеб-
раической системы уравнений (14) определены 
соотношениями (8) и (5), поэтому поставленная 
задача формально решена. Однако графическое 
изображение гибридных полей с помощью линий 
поля в волноводах с частичным диэлектрическим 
заполнением лишено наглядности. С информаци-
онных позиций оправданно построение продоль-
ной составляющей вектора Пойнтинга на попе-
речном сечении волновода как распределения 
плотности энергии, переносимой волной.  

Приведем соотношения для расчета про-
дольной составляющей вектора Пойнтинга 

1 Re , .
2z zS ∗ =  E H   После подстановки соот-

ношений для напряженности поля (2) и (8) 
найдем, что 

 

Рис. 1. Поперечные сечения волноводов в системе координат: а – расположение диэлектрика вдоль широкой стенки;  
б – расположение диэлектрика вдоль узкой стенки; в – расположение диэлектрика по центру 

Fig. 1. Cross sections of waveguides in the coordinate system: а – the location of the dielectric along a wide wall;  
б – the location of the dielectric along a narrow wall; в – the location of the dielectric in the center 
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Очевидно, что расчет плотности энергии на 
поперечном сечении имеет смысл только для 
конкретных конструкций волноводов, а ее ко-
личественные характеристики будут относи-
тельными, так как коэффициенты Фурье явля-
ются корнями однородной системы уравнений. 

Заключение. Проведен численный анализ 
дисперсионных характеристик структур со 
сложным диэлектрическим заполнением. Пока-

зана методика построения расчетной модели 
для поиска постоянной распространения в 
прямоугольном волноводе с произвольным 
расположением диэлектрического заполнения, 
что может являться основой для анализа слои-
стых диэлектрических структур со сложной 
формой поперечного сечения и различной от-
носительной диэлектрической проницаемо-
стью. Созданные математические модели позво-
лили численно оценить канализирующие свой-
ства волноводов с диэлектрическим заполнени-
ем в СВЧ-диапазоне. Представленный метод 
для расчета сложной диэлектрической структу-
ры позволяет выполнить численные оценки ее 
характеристик в широком диапазоне частот, а 
для разработчиков и производителей высокоча-
стотной техники позволит проектировать вол-
новодные элементы с требуемыми технически-
ми характеристиками.  

 

Рис. 2. Зависимость постоянной распространения для волновода (рис. 1, а) от d и w: а – при ε = 4; б – при ε = 12 
Fig. 2. Dependence of the propagation constant for the waveguide (Fig. 1, a), on d and w: а – at ε = 4; б – at ε = 12 
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Рис. 3. Зависимость постоянной распространения  
для волновода (рис. 1, б) от d и w при ε = 4 

Fig. 3. Dependence of the propagation constant  
for the waveguide (Fig. 1, б) on d and w at ε = 4 
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Рис. 4. Зависимость постоянной распространения  
для волновода (рис. 1, в) от ε при d = w 

Fig. 4. Dependence of the propagation constant  
for the waveguide (Fig. 1, в), on ε at d = w 
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