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Аннотация 
Введение. Определение электрофизических параметров линейных и нелинейных диэлектрических материа-
лов для применения в технике СВЧ является важной задачей. Линейные диэлектрики используют как основу 
для подложек СВЧ-схем, так и в качестве объемных элементов для построения частотно-избирательных или 
резонансных структур, которые работают в широком температурном диапазоне. Поэтому вопрос стабилиза-
ции электрических параметров таких структур в условиях изменения температуры актуален. Его можно ре-
шить, используя многослойную комбинацию диэлектриков как с линейными, так и с нелинейными свой-
ствами. Нелинейные свойства, которыми обладают сегнетоэлектрики, находят применение в функциональ-
ных узлах с электрической перестройкой частотных и фазовых характеристик. Важным является не только 
определение относительной диэлектрической проницаемости материала, но и коэффициента управления в 
ВЧ–СВЧ-диапазонах длин волн. 
Цель работы. Построение расчетных математических моделей для слоистых объемных и пленочных струк-
тур и определение относительной диэлектрической проницаемости линейных и нелинейных диэлектриков в 
диапазоне СВЧ. 
Материалы и методы. Вычислительные математические модели для анализа сложных слоистых структур 
построены на базе уравнений Максвелла и метода Галеркина с применением граничных условий для каса-
тельных и нормальных компонент электромагнитного поля. 
Результаты. Выполнен электродинамический анализ двухслойного объемного дискового резонатора и по-
лучены результаты расчета резонансной частоты. Проведен численный анализ дисперсионных характери-
стик многоэлектродной линии передачи, и по результатам измерений многоэлектродного полуволнового ре-
зонатора с сегнетоэлектрической пленкой получено значение ее относительной диэлектрической проницае-
мости и коэффициента управления. 
Заключение. Созданные математические модели и проведенный эксперимент позволили численно оценить 
свойства линейных и нелинейных диэлектрических объемных и пленочных материалов в СВЧ-диапазоне. 
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Abstract 
Introduction. Determination of the electrophysical parameters of linear and nonlinear dielectric materials for use in 
microwave technology represents an important direction. Linear dielectrics are used as a basis for the substrates of 
microwave circuits, as well as volumetric elements for the construction of frequency selective or resonant structures 
that operate across a wide temperature range. Therefore, the issue of stabilizing the electrical parameters of such 
structures from temperature influences appears relevant. A possible solution lies in the use of a multilayer combina-
tion of dielectrics, both with linear and nonlinear properties. Due to their nonlinear properties, ferroelectrics find 
application in functional units with an electrical rearrangement of frequency and phase characteristics. Therefore, it 
is important to determine not only the relative permittivity of the material, but also the control coefficient in the RF–
microwave wavelength ranges. 
Aim. Construction of computational mathematical models for layered bulk and film structures to determine the rela-
tive permittivity of linear and nonlinear dielectrics in the ultrahigh frequency range. 
Materials and methods. The construction of computational mathematical models for the analysis of complex layered 
structures was carried out on the basis of Maxwell’s equations and the Galerkin method using boundary conditions for 
electromagnetic field components. 
Results. An electrodynamic analysis of a two-layer volumetric disk resonator was performed, and numerical results 
of calculating the resonant frequency were obtained. A numerical analysis of a multielectrode half-wave resonator 
with a ferroelectric film (FEF) was carried out. 
Conclusion. The mathematical models created and the experiment performed made it possible to numerically evalu-
ate the properties of linear and nonlinear dielectric bulk and film materials in the microwave range. 
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Введение. В технике сверхвысоких частот 
широкое применение находят линейные и не-
линейные диэлектрические материалы, на ос-
нове которых создаются элементы и узлы раз-
личного функционального назначения. Линей-
ные диэлектрики широко используются в каче-
стве конструкционных материалов – диэлек-
трических подложек, на поверхностях которых 
формируется топология металлических элек-
тродов из металлов с высокой удельной элек-
тропроводностью. Также линейные диэлектри-

ки являются основой объемных резонаторов в 
различных конструктивных исполнениях [1–5], 
используемых в цепях генерации частоты. Об-
ладая высокой добротностью, объемные резо-
наторы позволяют строить многозвенные СВЧ-
фильтры с различными видами амплитудно-
частотной характеристики [6]. Нелинейные ди-
электрики, к которым относятся сегнетоэлек-
трики [7–9], обладают спонтанной поляризаци-
ей, что позволяет применять их в качестве ма-
териалов, на основе которых возможно постро-
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ение устройств с электрически перестраивае-
мыми частотными параметрами. Сегнетоэлек-
трики обладают свойством изменять свою от-
носительную диэлектрическую проницаемость 
ε в зависимости от напряженности внешнего 
управляющего электрического поля. В милли-
метровом диапазоне длин волн сегнетоэлек-
трические материалы, относительная диэлек-
трическая проницаемость которых для объем-
ных образцов может достигать нескольких де-
сятков тысяч, применяются в виде тонких пле-
нок, сформированных на диэлектрической под-
ложке. При толщине сегнетоэлектрической 
пленки (СЭП) около 1 мкм в зависимости от хи-
мического состава пленки ее относительная ди-
электрическая проницаемость ε находится в ин-
тервале от 100 до 2500. Таким образом, для 
оценки свойств керамических линейных и нели-
нейных материалов в СВЧ-диапазоне возникает 
необходимость определения их диэлектрической 
проницаемости, а для сегнетоэлектриков – еще и 
коэффициента нелинейности (зависимости ε от 
внешнего управляющего электрического поля). 

Определение резонансной частоты мно-
гослойного дискового резонатора. 

Постановка задачи и ее решение. Объем-
ный слоистый диэлектрический резонатор и его 
поперечное сечение в цилиндрических коорди-
натах (r, φ, z) представлены на рис. 1. 

Объемный резонатор состоит из частичных 
областей с различающимися относительными 
диэлектрическими проницаемостями 1ε  и 2.ε  

Параллельные поверхности резонатора "затя-
нуты" электрическими стенками, а внешняя 
радиальная поверхность закрыта магнитной 
стенкой. Рассмотрим резонатор, у которого вы-
сота d намного меньше длины волны в свобод-
ном пространстве λ ( d << λ ). Данная структура 
обеспечивает одномодовый режим с основным 
типом волны ( )0,0, ;zE E  .(0, ),0H Hϕ Цилин-
дрическая волна [10] от центра резонатора рас-
пространяется с зависимостью от координаты r 

в виде ( ) ,jkre −  где 0 02 ;k f= π ε µ ε  f – частота; 

1ε = ε  при 1;r r≤  2ε = ε  при 1 2;r r r< ≤  
10

0 4 10 Гн ;мм−µ = π ⋅ 15
0 8.854 .10 Ф мм−ε = ⋅   

В цилиндрических координатах из уравне-
ний Максвелла при 0rE =  и 0rH =  вытекают 
соотношения между поперечными компонента-
ми электрического поля ,  zE Eϕ  и ,  zH Hϕ : 

22
0 2 2

1 1 ;z z HE HjkZ H
r r zk z

ϕ
ϕ

  ∂∂ ∂  = − −  ∂ ∂ϕ∂ ∂  
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(1)
 

 

Рис. 1. Поперечное сечение диэлектрического слоистого резонатора в цилиндрических координатах 
Fig. 1. Cross section of a dielectric layered resonator 
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=

∂ϕ
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z
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=

∂
 из (1) запишем 

связь между поперечными компонентами 
,  zE Hϕ  основного типа волны 
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Из уравнений (2) для компоненты zE  
найдем 

0 0
,1 z

z
E kj r j E

kZ r r r Z
∂∂  − = ∂ ∂ 

 

откуда следует уравнение Бесселя 

 21 0.z
z

Er k E
r r r

∂∂   + = ∂ ∂ 
 (3) 

Линейная комбинация функций Бесселя 
( )nJ kr  и Неймана ( ) ,nN kr  где 0,1, ..., ,n N=  

представляет общее решение уравнения Бессе-
ля [11, 12]. Таким образом, для основного типа 
волны n = 0 и, следовательно, решение уравне-
ния (3) можно представить в виде 

 ( ) ( )0 0 ,zE AJ kr BN kr= +   (4) 

где А, В – произвольные коэффициенты. 
Функция Неймана ( )nN kr  при 0r →  

стремится к бесконечности ( )( )0 ,N kr →∞  
следовательно, для решения уравнения (4) B = 0 
и для первой области (4) имеет вид 

 ( )1
1 0 1 ,zE A J k r=  (5) 

где 1 0 0 1.k = ω ε µ ε  
Из (2) для компоненты магнитного поля 

Hϕ  в первой области получим 

 ( )
( ) ( )1

1 1 11
0

1 ,H j A J k r
kZ

ϕ = −  (6) 

где ( )1 0
0

0 1
 .Z µ

=
ε ε

 

Для второй области при 1 2r r r≤ ≤  попереч-

ные компоненты поля ( )2
zE  и ( )2Hϕ  из (5) и (6) 

запишем в виде 

 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2
2 0 2 2 0 2

2
2 1 2 2 1 22

0

;

1 ,

zE A J k r B N k r

H j A J k r B N k r
kZ

ϕ

= +

 = + 
 (7) 

где 2 0 0 2 ;k = ω ε µ ε  ( )2 0
0

0 2
.Z µ

=
ε ε

 

Сшивание поперечных касательных состав-
ляющих компонент поля (5)–(7) на границе 
раздела двух диэлектрических сред при 1r r=  
дает систему уравнений относительно коэффи-
циентов 1 1,A B  и 2 2, :A B  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0 1 1 2 0 2 1 1 0 2 1

2 2
1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1

0;

0.

A J k r A J k r B N k r

A J k r A J k r B N k r

 − − =


ε ε
− − = ε ε

(8) 

Принимая во внимание, что боковая по-
верхность является магнитной стенкой и на ее 
поверхности для электрического поля выпол-
няется режим холостого хода, max,E =  а 

0,H =  т. е. при ( )2
1   0.yr r H= =  Для случая, 

когда 1 2ε = ε , т. е. диэлектрическое заполнение 
резонатора однородно, уравнение для Hϕ  при 

2r r=  принимает вид 

( )1
0

1 0.H j AJ kr
Zϕ = − =  

Следовательно, резонансная частота такого 
резонатора будет определена из уравнения 

( )1 0 0 02  0 :J f rπ ε µ ε =  

p
3.83 ,

2
cf

r
=

π ε
 

где 11 ;3 10 мм сс = ⋅  2r r= – внешний радиус 
резонатора; ε  – относительная диэлектриче-
ская проницаемость резонатора. 
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С учетом того, что во второй среде 
( )2 0,Hϕ =  из (8) найдем связь между произ-

вольными постоянными 2 2, :A B  

 
( )
( )

1 2 2
2 2

1 2 2
.

J k R
B A

N k R
= −  (9) 

Подставив (9) в (8), запишем однородную 
систему уравнений для неизвестных коэффи-
циентов 1А  и 2 :А  

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

1 0 1 1

0 2 1
2 0 2 1 1 2 2

1 2 2

1 1 1 1

0 2 12
2 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

0 ;

0.

A J k r

N k r
A J k r J k r

N k r

A J k r

N k r
A J k r J k r

N k r

 −


 
− − = 

  
 −
   ε − − =   ε     

(10) 

Приравняв к нулю систему уравнений (10), 
получаем возможность определить резонанс-
ную частоту резонатора с различающимися 
значениями относительной диэлектрической 
проницаемости частичных областей.  

На рис. 2 представлены графики зависимо-
сти резонансной частоты резонаторов с раз-
личными геометрическими размерами от зна-
чений диэлектрического заполнения 2 1,ε ε  и 
внутреннего радиуса первой частичной обла-
сти. Видно, что при малом изменении радиуса 
внутреннего диэлектрического заполнения и 
низком значении относительной диэлектриче-
ской проницаемости перестройка частоты ре-
зонатора незначительна. Однако при увеличе-
нии диаметра внутренней области резонансная 

частота существенно снижается. Следует отме-
тить, что внешний слой резонатора лучше выби-
рать с более высоким значением относительной 
диэлектрической проницаемости, чем внутрен-
ние. Тем самым обеспечивается условие холо-
стого хода для электрического поля на границе 
боковая поверхность – свободное пространство.  

В практических задачах возникает необхо-
димость учета влияния на резонансную частоту 
дискового резонатора изменения относитель-
ной диэлектрической проницаемости слоев в 
зависимости от температуры [3]. Тогда система 
уравнений (10) может быть записана в виде 
параметрической системы, учитывающей вли-
яние температурных коэффициентов диэлек-
трической проницаемости слоев, которые в 
определенной комбинации позволят обеспечить 
"нулевое" изменение резонансной частоты при 
изменении температуры. Представленную рас-
четную модель для двухслойной структуры 
можно расширить для произвольного числа сло-
ев, выполняя сшивание касательных составля-
ющих на границах раздела и записав систему 
уравнений относительно неизвестных коэффи-
циентов. Таким образом, появляется возмож-
ность подбором материалов как линейных, так и 
нелинейных диэлектриков с различными значе-
ниями диэлектрической проницаемости слоев и 
их толщин обеспечить стабилизацию частоты в 
широком температурном интервале.  

Определение свойств СЭП в СВЧ-
диапазоне. Постановка задачи и ее решение. 
Для оценки электрофизических свойств сегне-
тоэлектрических пленок в СВЧ-диапазоне, от-
носительной диэлектрической проницаемости 
ε, коэффициента перестройки относительной 
диэлектрической проницаемости в зависимости 
от управляющего электрического поля рас-
смотрим многощелевую структуру, на основе 
которой сформирован полуволновой резонатор, 
на электроды которого подается управляющее 
напряжение. На рис. 3, а представлен волно-
вод, по центру которого располагается диэлек-
трическая подложка с полуволновым много-
электродным резонатором. Поперечное сече-
ние резонатора с СЭП показано на рис. 3, б.  

Такую линию будем рассматривать как ще-
левую линию [13–15]. Как известно, щелевая мо-
да имеет гибридный характер, следовательно, ее 

 

Рис. 2. Зависимости резонансной частоты дискового 
двухслойного резонатора от радиуса r1 и ε1 при r2 = 5 мм, 

ε2 = 10 
Fig. 2. Dependence of the resonant frequency of a double-layer 

disk resonator on the radius r1 and ε1 at r2 = 5 mm, ε2 = 10 
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можно представить как суперпозицию LE- и LM-
волн в слоистой диэлектрической структуре, свя-
занных через токи в электродах линии. Зададим 
векторы Герца для формирования LE- и LM-полей: 
магнитный ( ) ( ), expy A x y j z t = − γ −ω А е  и 

электрический ( ) ( ), exp ,yF x y j z t = − γ −ω F e  

где γ – постоянная распространения. В каждой 
области поперечного сечения линий (рис. 3, б) 
Фурье-образы (ФО) потенциалов ( ) ,i y sA  и 

( ) ,i y sF  удовлетворяют уравнению 
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2
2

2
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i
i

i

y s
y sy

  ∂   + α =   ∂   
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 (11) 

где ( )2 2 2 ;i is kα = + γ − ε  iε  – относительная 

диэлектрическая проницаемость i-го слоя; 
2 2

0 0k = ω ε µ  – постоянная распространения в 
свободном пространстве. 

Задачу о нахождении постоянной распро-
странения γ можно решить, выполнив следую-
щие 5 этапов [14, 15]: 

1. Найти ФО потенциалов как результат 
решения уравнения (11). 

2. Через ФО потенциалов определить поля 
LE- и LM-волн. 

3. Сшить касательные составляющие ,xE  
,zE  xH  и zH  на щелях, получив парную си-

стему интегральных уравнений относительно 
электрического поля на щелях. 

4. Решить интегральные уравнения [16] ме-
тодом Галеркина. Разложение искомых распре-
делений поля на щелях по полиномам Чебыше-
ва с последующей процедурой алгебраизации 
позволило получить систему уравнений отно-
сительно неизвестных коэффициентов разло-
жения и постоянной распространения в виде 
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Рис. 3. Волновод с многоэлектродным резонатором (а); поперечное сечение многоэлектродного резонатора  
с сегнетоэлектрической пленкой на диэлектрической подложке (б) 

Fig. 3. Waveguide with a multielectrode resonator (а); cross section of a multielectrode resonator with a ferroelectric film  
on a dielectric substrate (б) 
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(21) (12)
, , , , , ,( ) ( );q n i j p m i jK Kγ = γ
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∫  

( )vJ z  – функция Бесселя I рода [11]; 11 ,( )f s γ  
(аналогично 12( ),,f s γ  22 ,( )f s γ  в других инте-
гралах) – функции, зависящие от геометрических 
размеров и диэлектрических проницаемостей сло-
ев; 0 0,  i jx x  – координаты центров щелей с шири-

ной ,iw  ;jw  N – количество щелей. 
5. Обнулить определитель системы уравне-

ний (12), получив искомое значение постоян-
ной распространения. 

Численные эксперименты расчета постоян-
ной распространения многоэлектродной струк-
туры представленным методом показали хоро-
шую сходимость результата. В интервале изме-
нения верхнего предела интегрирования значе-
ний s от 1000 до 1500 для пятиэлектродной ли-
нии при 30 мкмw h= =  и 0.7d =  изменение 
значения постоянной распространения не пре-
вышает 0.5 %. 

Результаты расчетов зависимости постоян-
ной распространения в многощелевой линии от 
числа электродов при различной диэлектриче-
ской проницаемости СЭП показаны на рис. 4. 
Ширина электродов и зазоров между ними 

30 мкм.w h= =  Расчеты выполнены для ди-
электрической подложки с параметрами 

1 0.5 мм,d = 1 9.8ε =  и толщиной СЭП 
0.78 мкмd =  на частоте 30 ГГц. 
Результаты расчетов показывают, что уве-

личение количества электродов в зазоре щеле-
вой линии снижает значение постоянной рас-
пространения, которое стремится к некому 
"постоянному значению". На основе представ-
ленной многоэлектродной линии строится кон-
струкция полуволнового резонатора. Описан-
ным ранее способом по результатам натурных 
измерений резонансной частоты полуволнового 
многоэлектродного резонатора можно вычис-
лить значения относительной диэлектрической 
проницаемости ε сегнетоэлектрической пленки 
и определить коэффициент нелинейности СЭП. 
Число электродов резонатора, значения их ши-
рины и зазоров между ними выбраны с учетом 
обеспечения оптимального управляющего элек-
трического поля на щелях, а также с условием 
выравнивания постоянной распространения в 
зависимости от их количества. Напряжение на 
электроды резонатора подается через структуру 
нижних электродов управления, электрически 
связанных между собой. На рис. 3, б знаками (+) 
и (–) показано чередование полярности напря-
жения управления. Электроды управления из 
платины толщиной ≈ 80 нм и шириной 1.5 мкм 
сформированы на поверхности диэлектрической 
подложки и располагаются под сегнетоэлектри-
ческой пленкой. На рис. 5 представлены резуль-
таты измерения резонансной частоты полувол-

 

Рис. 4. Зависимость постоянной распространения в 
многощелевой линии передачи от количества электродов 

при различных значениях относительной диэлектрической 
проницаемости СЭП 

Fig. 4. The dependence of the propagation constant in a multi-
slot transmission line on the number of electrodes at different 

values of the relative permittivity of the FEF 
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Рис. 5. Зависимость резонансной частоты полуволнового 
пятиэлектродного резонатора от управляющего 

напряжения: U = 0 В (синий график);  
U = 200 В (красный график) 

Fig. 5. Dependence of the resonant frequency of a half-wave 
multielectrode resonator on the value of the control voltage: 

U = 0 V (blue graph); U = 200 V (red graph) 
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нового пятиэлектродного резонатора длиной 
L = 1.42 мм, сформированного на структуре ди-
электрическая подложка – сегнетоэлектриче-
ская пленка при 7 мкм;w h= =  1 0.5 мм;d =  

1 9.8;ε =  2 0.78 мкм.d =  
Численный расчет, выполненный по резуль-

татам измерений резонансных частот резонато-
ра, позволил получить значения относительных 
диэлектрических проницаемостей СЭП при 
U = 0; 2 800ε ≈  и при U = 200 В, 2 420.ε ≈  Ко-
эффициент управления относительной диэлек-
трической проницаемостью ( ) 1.9K Uε ≈  при 
напряженности электрического поля на щелях 
линии 28.5 В/мкм.E =  

Заключение. На данный момент существует 
множество различных методов измерения и рас-
чета электрофизических характеристик диэлек-
триков в СВЧ-диапазоне, однако не все из них 
применимы для комбинированных структур, со-
стоящих из различных слоев диэлектриков, кото-

рые могут существенно различаться как толщи-
ной, так и диэлектрической проницаемостью. 
Представленный метод расчета двухслойного 
объемного резонатора позволяет выполнить чис-
ленные оценки его характеристик, а для разра-
ботчиков и производителей электронной компо-
нентой базы ВЧ–СВЧ-диапазонов – проектиро-
вать элементы с температурностабильными ха-
рактеристиками. Многоэлектродный резонатор в 
структуре диэлектрическая подложка – сегнето-
электрическая пленка, позволил по резонансной 
частоте при подаче управляющего напряжения 
определить диэлектрическую проницаемость и 
коэффициент управления СЭП в СВЧ-диапазоне, 
что невозможно выполнить существующими 
способами. Описанные в статье подходы к вы-
числениям относительной диэлектрической про-
ницаемости линейных и нелинейных диэлектри-
ков по результатам измерений резонансной ча-
стоты для объемных и пленочных материалов 
могут найти широкое практическое применение. 
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