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Аннотация 
Введение. Во многих задачах радиолокации и радионавигации существует проблема адекватного, т. е. соот-
ветствующего физике, явления в определенном диапазоне условий, моделирования радиосигнала, отражен-
ного от шероховатой поверхности Земли. В настоящее время существует 4 категории математических моде-
лей, каждая из которых соответствует определенной группе методов решения задачи рассеяния: методы, ос-
нованные на строгом решении электродинамических уравнений (методы конечных элементов, конечных 
разностей, моментов); приближенные методы решения электродинамических задач (методы малых возму-
щений и касательной плоскости, двухмасштабная модель); метод статистических эквивалентов; феномено-
логические модели. В 2 первых категориях электромагнитное поле вычисляется на сетке, шаг которой дол-
жен быть значительно меньше длины волны сигнала. Это делает моделирование рассеянного радиосигнала 
практически нереализуемым для двухмерных шероховатых поверхностей. Метод статистических эквивален-
тов основан на вычислении вероятностных характеристик рассеянного сигнала. Сложности, возникающие 
при этом, сужают возможности моделирования, поскольку без значительных упрощений невозможно полу-
чить замкнутые выражения для требуемых вероятностных характеристик. Кроме того, при аналитических 
вычислениях приходится ограничиться классом поверхностей с нормальным распределением высот шерохо-
ватости. Феноменологические модели позволяют выполнить качественный анализ рассеяния сигнала на ше-
роховатой поверхности, но не учитывают физику процесса рассеяния. 
Цель работы. Целью предлагаемой работы является создание простой и адекватной модели рассеянного 
двухмерной шероховатой поверхностью сигнала во временной области в приближении граничных условий 
по методу касательной плоскости (метод Кирхгофа), которая может быть реализована на современных вы-
числительных средствах. 
Материалы и методы. Созданная модель рассеянного сигнала основана на его представлении в виде суммы 
сигналов, отраженных от стационарных точек поверхности – точек, для которых локально выполняется за-
кон зеркального отражения падающей электромагнитной волны. 
Результаты. Реализация модели сводится к определению положений стационарных точек на двухмерной 
шероховатой поверхности. Эта задача решается на современных компьютерах достаточно просто и не требу-
ет использования вычислений с комплексными числами. Оказывается, что количество стационарных точек 
даже при большой шероховатости поверхности редко оказывается больше двух. Этот факт в сочетании с 
простотой нахождения координат стационарных точек делает возможным применение модели в длинных 
сериях статистических испытаний. 
Заключение. Предлагаемая модель проста в реализации и может быть использована для исследования точ-
ности пеленгаторов, работающих по низколетящим целям, высотомеров, корреляционных и доплеровских 
измерителей скорости и угла сноса. 
Ключевые слова: шероховатая поверхность, рассеянный сигнал, метод Кирхгофа, стационарная точка по-
верхности, моделирование сигнала 
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Abstract 
Introduction. Many radar and radio navigation problems require adequate (i.e., corresponding to the physics of ra-
dio wave scattering under a certain set of conditions) simulation of a radio signal scattered from a rough surface. At 
present, four categories of mathematical models are used for these purposes, with each corresponding to a particular 
group of methods for solving the scattering problem. These methods include those based on a rigorous solution of 
the electrodynamic equations (methods of moments, finite elements, finite differences); approximate methods for 
solving electrodynamic problems (methods of small perturbations, tangent plane (Kirchhoff method), two-scale 
model); those of statistical equivalents; and phenomenological models. In the former two categories, the electro-
magnetic field is computed on a surface grid, whose step must be much smaller than the signal wavelength. This 
makes the simulation of a scattered radio signal effectively unrealizable for two-dimensional rough surfaces. The 
method of statistical equivalents is based on the calculation of the probabilistic characteristics of a scattered signal. 
Difficulties arising in this case narrow the possibilities of simulation, largely due to the impossibility of obtaining 
closed expressions for the required characteristics without significant simplifications. In addition, carrying out ana-
lytical calculations, the solution is restricted to the class of surfaces with the Gaussian distribution of roughness 
heights. Phenomenological models, although providing for a qualitative analysis of signal scattering from a rough 
surface, fail to take the physics of the scattering process into account. 
Aim. To create a simple and adequate model of a signal scattered from a two-dimensional rough surface using the 
tangent plane approximation of the boundary conditions (the Kirchhoff method), which can be realized on modern 
computers. 
Materials and methods. The proposed model of the scattered signal is based on its representation as a sum of signals 
reflected from stationary points on the surface, i.e., those points where the law of specular reflection of the incident 
electromagnetic wave is locally fulfilled. 
Results. The implementation of the model is reduced to determination of the positions of stationary points on a two-
dimensional rough surface. This problem is solved on modern computers quite simply without computations with 
complex numbers. It turns out that the number of stationary points, even with a large surface roughness, rarely ex-
ceeds two. This fact, along with the simplicity of finding the coordinates of stationary points, makes this model suit-
able for long series of statistical runs. 
Conclusion. The proposed model is easy to implement and can be used to study the accuracy of low-altitude target 
estimation, altimeters, Doppler and correlation speed and drift angle estimators. 
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Введение. Рассеяние радиоволн на шерохова-
тых поверхностях является темой интенсивных 
исследований [1–6]. Широкий интерес к пробле-
ме объясняется тем, что, во-первых, радиосигна-
лы, отраженные от поверхности Земли, исполь-
зуются для определения параметров движения 

воздушных судов в автономных бортовых радио-
системах – радиовысотомерах, доплеровских и 
корреляционных измерителях скорости и угла 
сноса [7, 8], и, во-вторых, эти сигналы являются 
помехами для многих радиолокационных и радио-
навигационных систем наблюдения целей, дви-



Моделирование рассеянного шероховатой поверхностью радиосигнала методом стационарных точек  
Simulation of a Radio Signal Scattered from a Rough Surface by the Method of Stationary Points 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2023. Т. 26, № 3. С. 67–76 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2023, vol. 26, no. 3, pp. 67–76 

69 

жущихся или находящихся на малых высотах над 
поверхностью [9, 10]. 

Синтез и анализ алгоритмов обнаружения и 
оценки пространственных координат целей в 
присутствии сигналов от поверхности требует 
создания их адекватных математических моде-
лей. Однако, несмотря на большое количество 
методов решения задачи рассеяния радиоволн 
на шероховатых поверхностях и появление 
мощных компьютеров, создание математиче-
ской модели рассеянного шероховатой поверх-
ностью сигнала по-прежнему является сложной 
задачей. В настоящее время существует 4 кате-
гории математических моделей, каждая из ко-
торых соответствует определенной группе ме-
тодов решения задачи рассеяния: модели, осно-
ванные на численном решении строгих элек-
тродинамических уравнений [11–13]; прибли-
женные электродинамические модели [2, 6, 14]; 
модели, использующие метод статистических 
эквивалентов [15–19]; феноменологические мо-
дели [20–24]. Каждой из перечисленных катего-
рий присущи свои достоинства и недостатки. 

Численное решение электродинамических 
уравнений Максвелла в дифференциальной или 
интегральной форме дает наиболее точное ре-
шение задачи моделирования. Однако при реа-
лизации методов этой категории для определе-
ния граничных значений поля на поверхности 
необходимо использовать пространственную 
сетку, шаг между узлами которой должен со-
ставлять доли длины волны. Кроме того, при 
использовании этого подхода возникает необ-
ходимость решать системы линейных уравне-
ний большой размерности. В этих условиях 
решение задачи о рассеянии радиоволн на 
двухмерной шероховатой поверхности даже 
для современных компьютеров трудно реализу-
емо, и исследователям приходится удовлетво-
риться рассмотрением более простой задачи о 
рассеянии на одномерной (цилиндрической) 
шероховатой поверхности. Применение при-
ближенных электродинамических методов 
(например, методов малых возмущений, каса-
тельной плоскости (метод Кирхгофа), двух-
масштабной модели) также не решает постав-
ленную задачу, поскольку и в этом случае, не-
смотря на отсутствие необходимости решать 
системы линейных уравнений большой раз-

мерности, требуется использовать простран-
ственную сетку с малым шагом для нахожде-
ния соответствующих поверхностных интегра-
лов. Метод статистических эквивалентов пред-
полагает аналитическое вычисление вероят-
ностных характеристик рассеянного сигнала – 
чаще всего его математического ожидания и 
корреляционной функции в предположении 
нормальности распределения вероятностей, с 
последующим моделированием случайного 
сигнала с полученными вероятностными ха-
рактеристиками. Без применения значительных 
упрощающих приближений решить эту задачу 
даже в простейших случаях оказывается очень 
сложно, поскольку получающиеся решения 
представляют собой медленно сходящиеся ря-
ды. Наиболее простые для реализации феноме-
нологические модели дают верное качествен-
ное представление о характеристиках рассеян-
ного сигнала, но не учитывают реальные меха-
низмы рассеяния радиоволн и поэтому не га-
рантируют адекватное моделирование. Из всех 
перечисленных методов приближенного реше-
ния задачи метод Кирхгофа позволяет не только 
создать простую и физически близкую к реаль-
ности модель рассеяния, но и определить ха-
рактеристики рассеянного сигнала в широком 
диапазоне изменений среднеквадратической 
высоты и радиуса корреляции поверхности. 

Целью предлагаемой статьи является со-
здание простой и адекватной модели рассеян-
ного двухмерной шероховатой поверхностью 
сигнала во временной области в приближении 
граничных условий по методу касательной 
плоскости (метод Кирхгофа), которая может 
быть реализована на современных вычисли-
тельных средствах. Решение задачи моделиро-
вания основано на представлении рассеянного 
сигнала суммой отражений от стационарных 
точек поверхности – точек, где локально вы-
полняется закон зеркального отражения. Благо-
даря этому удается значительно сократить ко-
личество необходимых вычислений. 

Моделирование рассеянного сигнала ме-
тодом Кирхгофа. Пусть шероховатая, двух-
мерная, идеально проводящая, в среднем плос-
кая поверхность, уравнение которой можно за-
писать в виде ( ), ,z x y= ξ  где ( ),x yξ  – случай-
ная функция с нулевым математическим ожи-
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данием, облучается монохроматической сфери-
ческой волной частоты ω  от точечного источ-
ника, расположенного на высоте H в точке с 
координатами (D, 0, H) (рис. 1). Все вычисле-
ния будем проводить в системе координат при-
емника XYZ. Начало системы координат 0 
находится в подрадарной точке – точке, нахо-
дящейся на плоскости 0z =  строго под точкой 
расположения фазового центра антенны при-
емника, а ось X направим вдоль поверхности в 
направлении на источник сигнала. Точка прие-
ма, где находится фазовый центр антенны при-
емника, имеет координаты ( )0, 0, .h  

Тогда отраженный от поверхности сигнал в 
точке приема, в соответствии с расчетом рассе-
янного шероховатой поверхностью электро-
магнитного поля методом Кирхгофа [2], равен 

 ( )
( )

( )1 2
3 1 2

exp
,

2 S

ik R RkCe t dS
R Ri

 − +π  =
π

∫  (1) 

где ( )e t  – комплексная амплитуда сигнала, 
отраженного от поверхности в точке приема; 
k c= ω  – волновое число (c – скорость рас-
пространения электромагнитных волн в ваку-
уме); C – постоянная, которая зависит от  
амплитуды падающей на поверхность сфери-
ческой волны и может быть определена на ос-
нове известного решения задачи отражения 
электромагнитной волны от плоской проводя-
щей поверхности (см. (4)); 1i = −  –  
мнимая единица; S – горизонтальная плос-
кость XOY; 

 
( ) ( )( )

( )( )

22 2
1

22 2
2

, ;

,


= − + + − ξ


 = + + − ξ

R D x y H x y

R x y h x y
  

– длины векторов 1,2R  (D – горизонтальная 

дальность между точками излучения и прие-
ма сигнала). Указанная в (1) зависимость 
принимаемого сигнала ( )e t  от времени  
предполагает, что длины векторов 1R  и 2R  
могут изменяться на интервале наблюдения 
(моделирования), например, вследствие дви-
жения источника, приемника или самой по-
верхности. 

Уравнение (1) является исходным для ста-
тистического анализа принятого сигнала. До-
пустим, что длина волны ,λ  на которой излу-
чается сигнал, настолько мала, что 1,2 1.kR  
Исходя из этого предположения, проинтегриру-
ем (1) по переменным x и y методом стацио-
нарной фазы [25]. Несложно показать, что ко-
ординаты j-й точки стационарности ( ),j jx y  

функции ( ) ( )1 2,x y R Rϕ = +  совместно должны 
удовлетворять системе уравнений: 

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )

2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

, ;
,

, ,
,

j
x j j

j j

j
y j j

j j

DR x R R
x y

hR HR x y R R

y R R
x y

hR HR x y R R

 − + +
′ξ =

+ − ξ +


+ ′ξ = + − ξ +

(2) 

где ( ) ( ), ,x x y x y
x
∂′ξ = ξ
∂

 и ( ) ( ), ,y x y x y
y
∂′ξ = ξ
∂

 – 

первые частные производные функции ( ), .x yξ  
Тогда принятый сигнал равен 

 ( )
( )

( )
1 2

1 2

exp

8 ,

 − + = ×
π ′′ϕ
∑

j j

j j j j j

ik R RCe t
i R R x y

  

 ( )exp sgn , ,
4 j ji x yπ ′′× − ϕ  

 (3) 

где ( )1 1 ,j j jR R x y=  и ( )2 2 ,j j jR R x y=  – зна-

чения 1R  и 2R  в j-й стационарной точке; 

( ),j jx y′′ϕ  – детерминант гессиана (матрицы 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 
Fig. 1. Geometry of the problem 
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вторых производных) функции ( ), ;x yϕ  

( ) ( )sgn , ;j jx y + −′′ϕ = ν − ν  +ν  и −ν  – соответ-

ственно, число положительных и отрицатель-
ных собственных значений гессиана [25]. 
Найти элементы гессиана в общем случае не-
сложно, однако получающиеся формулы гро-
моздки и поэтому здесь не приводятся. 

В случае плоской поверхности, когда 
( ), 0,x yξ =  получим 

 A0
A A

,
4 sin

ikRCe e
R

−= −
π ε

 (4) 

где ( )22
A ;R D H h= + +  ( )A Asin .H h Rε = +  

Таким образом, рассеянный плоской поверхно-
стью сигнал равен сигналу, излучаемому анти-
подом – зеркальным изображением источника 
сигнала, который находится под поверхностью 
на расстоянии H от нее. Кроме того, принимае-
мый сигнал не зависит от времени. Уравне-
ние (4) имеет ясный физический смысл и мо-
жет быть использовано для определения посто-
янной C. Например, если положить, что 

[ ] ( )0 A Aexp 4 ,= − − πe ikR R  т. е. отраженная 

волна – сферическая и излучается антиподом, 
то A4 sin .C = π ε  

Окончательно алгоритм моделирования от-
раженного от поверхности сигнала сводится к 
решению системы уравнений (2), которая дает 
положения точек на поверхности, удовлетво-
ряющих условию стационарности фазы пада-
ющей на поверхность волны. Решение этого 
уравнения может быть получено путем задания 
на поверхности достаточно плотной сетки и 
определения точек, в окрестности которых 
происходит одновременное изменение знака 
функций, равных разностям левых и правых 
частей уравнений системы (2). После того как 
стационарные точки определены, сигнал от по-
верхности вычисляется с использованием 
уравнения (3). 

Вертикальное зондирование шерохова-
той поверхности. Для проверки модели в ра-
боте было проведено математическое модели-
рование для случая, когда луч антенны радио-
локатора направлен вертикально вниз на шеро-

ховатую подстилающую поверхность. Этот 
случай представляет интерес при моделирова-
нии сигналов в радиовысотомерах и корреля-
ционных измерителях скорости и угла сноса.  

Несложно показать, что в этом случае 0,=D  

=h H  и ( )( )22 2
1 2 , .R R x y h x y= = + + − ξ  

Поэтому координаты стационарных точек удо-
влетворяют системе уравнений 

 
( )

( )

, ,

,


′ξ = − ξ


 ′ξ = − ξ

j
x j j

j
y j j

x
x y

h
y

x y
h
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где ( )22 2 ;j j jR x y h= + + − ξ  ( ), ;j jx yξ = ξ  

( )
2

2 , ;xx j jx y
x
∂′′ξ = ξ
∂

 ( )
2

2 ,yy j jx y
y
∂′′ξ = ξ
∂

 и 

( )
2

,xy j jx y
x y
∂′′ξ = ξ
∂ ∂

 – вторые частные произ-

водные функции ( ), ,x yξ  вычисленные в точке 

( ), .j jx y  Тогда на основании (3) отраженный 

от поверхности сигнал равен 

 

( )
( )

( )

2

exp 2

8 ,

exp sgn , .
4

j

j j j j

j j

i kRCe t
i R x y

i x y

−  = ×
π ′′ϕ

π ′′× − ϕ  

∑
  

В случае плоской поверхности отраженная 
от нее волна является сферической 
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 2
0 .

8
i khCe e

h
−= −

π
  

Учитывая, что точное решение задачи об 
отражении сферической волны от плоской, 
идеально проводящей поверхности равно 

2
0 ,

4 2

i khee
h

−
= −

π
 постоянная 4 .C = π  

Двухмерная поверхность в работе модели-
ровалась методом дискретного преобразования 
Фурье 
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( )
1 1

2
0 0

,

,
4

2 2exp ,

M N x y
pq x y

p q

m x n y

P p q

i pm nq
M N
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ξ ∆ ∆ =
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= ζ ∆ω ∆ω ×

π

 π π × − +    

∑ ∑   

где ∆x  и ∆y  – расстояния между узлами сетки 
на поверхности, в которых вычисляются слу-
чайные высоты; m, n, p, q – целочисленные пе-
ременные; M и N – количество узлов сетки на 
поверхности; pqζ  – независимые комплексные 

гауссовские случайные числа с нулевым мате-
матическим ожиданием и единичной дисперси-
ей; ( ),x yP ω ω  – спектральная плотность мощ-

ности шероховатости; ∆ωx  и ∆ωy  – соответ-

ствующие шаги сетки по пространственным 
частотам. Выбранный способ моделирования 
поверхности дает возможность использовать 
быстрое преобразование Фурье для расчета 
поверхности ( ),m x n yξ ∆ ∆  и ее частных произ-

водных, если выбрать ( )2x M x∆ω = π ∆  и 

( )2 :y N y∆ω = π ∆  
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Это значительно ускоряет вычисления. По-
ложения стационарных точек на поверхности 
при моделировании определяются путем 
нахождения узлов сетки, где происходит одно-
временное изменение знака функций: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ;
,

, , ;
,

0, ..., 1; 0, ..., 1.

x x

y y

m xF m n m x n y
h m x n y

n yF m n m x n y
h m x n y

m M n N

∆ ′= ξ ∆ ∆ − − ξ ∆ ∆ ∆ ′= ξ ∆ ∆ − − ξ ∆ ∆


= − = −

  

При этом возможны ситуации, когда фикса-
ция изменения знака у функций ( ),xF m n  и 

( ),yF m n  происходит в соседних узлах сетки. 
Такие ситуации должны быть исключены пу-
тем следующей проверки. Пусть одновремен-
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ное изменение знака функций ( ),xF m n  и 

( ),yF m n  обнаружено в узлах ( )1 1,m n  и 

( )2 2, .m n  Тогда, если выполняется условие 

 ( )1 2 1 2max , 1,m m n n− − ≤   

узел ( )1 1,m n  исключается из множества воз-
можных решений. Полученное таким прорежи-
ванием множество и есть множество стацио-
нарных точек. 

В статье моделировалась двухмерная шеро-
ховатая поверхность, соответствующая разме-
рам зоны, облучаемой антенной радиолокатора 
при высоте антенны над поверхностью 
H = 100 м. Передатчик и приемник не меняли 
своего положения относительно поверхности. 
Сценарные параметры для моделирования бы-
ли выбраны следующими: длина волны 

6.67 см;λ =  ширина диаграммы направленно-
сти антенны ∆θ = 20°; радиус корреляции вы-
сот шероховатости поверхности =L 10 м; шаг 
сетки на поверхности 4;∆ = ∆ = λx y  количе-
ство узлов в сетке 2048;= =M N  количество 
статистических испытаний (реализаций слу-
чайной поверхности) =J 1000. Спектральная 
плотность мощности шероховатой поверхности 
была взята равной 

 
( )

( ) ( ) ( )2 22

,

exp 0.5 0.5 ,

x y

x y

S

L L L

ω ω =

 = π σ − ω − ω  

  

где σ  – среднеквадратическая высота поверх-
ности. 

В ходе моделирования при разных значени-
ях среднеквадратической высоты поверхности 
σ  оценивались средние мощности зеркальной 

зеркP  и диффузной дифP  компонент рассеян-
ного сигнала: 
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где ( )je  – значение отраженного сигнала в j -м 
статистическом испытании. Для зеркP  и дифP  
известны аналитические выражения [2]: 

 
( )

2
зерк 0

2
диф 0

exp 2 ;

1 exp 2 ,

 = − 

 = − − 

P P p

P P p
 (5) 

где 0P  – мощность сигнала, отраженного от 

плоской поверхности; 2= σp k  – параметр ше-
роховатости. Результаты моделирования приведе-
ны на рис. 2. Здесь точкам соответствуют оценки 
средних мощностей в предлагаемой модели сиг-
нала и сплошные линии – расчетам зеркP  и дифP  
по уравнениям (5). Значения мощностей на ри-
сунке нормированы к 0.P  

Как видно из рисунка, экспериментальные 
и теоретические зависимости совпали с высо-
кой точностью. Предлагаемая модель значи-
тельно ускоряет процесс моделирования, по-
скольку не требует вычисления комплексных 
экспоненциальных функций для всех узлов 
сетки на поверхности, количество которых в 
математическом эксперименте было равно 
M N× = 222. Комплексные экспоненты вычис-
ляются только для стационарных точек, число 
которых зависит от параметров шероховатости 
s  и L. При моделировании фиксировалось ко-
личество стационарных точек J для каждого 
статистического испытания. Оказалось, что 
даже при = λs  ( )8.89=p  J редко принимает 
значения больше 2. 

Заключение. В статье предложена матема-
тическая модель рассеянного двухмерной ше-
роховатой поверхностью сигнала. В отличие от 
известных моделей рассеянный сигнал пред-
ставлен суммой отражений от стационарных 
точек поверхности – точек, где локально вы-
полняется закон зеркального отражения для 
заданного взаимного расположения приемника 

 

Рис. 2. Результаты моделирования 
Fig. 2. Simulation results 
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и источника сигнала. Основная проблема при 
реализации модели состоит в нахождении ко-
ординат стационарных точек. При заданной 
реализации шероховатой поверхности эта зада-
ча решается достаточно просто путем опреде-
ления точек, где происходит изменение знака 
двух функций, нули которых соответствуют 
положениям точек стационарности фазы пада-
ющей на поверхность волны. Математический 
эксперимент показал, что предлагаемая модель 
значительно сокращает количество вычисле-
ний, поскольку для определения координат 
стационарных точек используются операции 
только с действительными числами, а количе-
ство стационарных точек даже при больших 
значениях среднеквадратической высоты по-

верхности редко бывает больше двух. Вместе с 
тем оценка средних мощностей зеркальной и 
диффузной компонент рассеянного сигнала с 
высокой точностью равна значениям этих ве-
личин известным из теории. Предлагаемая мо-
дель может быть использована для исследова-
ния точности пеленгаторов, работающих по 
низколетящим целям, высотомеров, корреляци-
онных и доплеровских измерителей скорости и 
угла сноса при любом типе распределения ве-
роятностей высот шероховатости при условии, 
что поверхность дважды непрерывно диффе-
ренцируема и выполняются ограничения, ле-
жащие в основе метода Кирхгофа как прибли-
женного метода расчета дифракции электро-
магнитных волн на шероховатой поверхности. 
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