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Аннотация 
Введение. Бортовые антенны возвращаемых гиперзвуковых летательных аппаратов являются слабонаправ-
ленными, что достигается излучением из открытого конца волновода. При прохождении плотных слоев ат-
мосферы они подвергаются аэродинамическому нагреву, для зашиты от которого применяется нагревостой-
кая радиопрозрачная теплозащита. Случай однородной теплозащиты антенны можно интерпретировать как 
отсутствие нагрева или нагрев равномерный по толщине теплозащиты. 
Цель работы. Решается задача о получении аналитического описания характеристик излучения круглого 
волновода, закрытого плоской однородной диэлектрической пластиной. Поскольку в такой постановке при-
ходится рассматривать резонансную область, то требуется строгое решение уравнений Максвелла. 
Материалы и методы. Из известных аналитических методов решения возможно применение метода инте-
гральных преобразований и метода собственных функций. Оба метода и использованы в работе. При этом 
использовано предположение, что электрические параметры диэлектрической пластины (теплозащиты) и 
геометрические размеры не зависят от времени. 
Результаты. Получены соотношения, описывающие диаграмму направленности круглого волновода с ди-
электрической теплозащитой и учитывающие электрические параметры теплозащиты и ее толщину. Также 
получены выражения для полей боковых, поверхностных и вытекающих волн, которые позволяют рассчи-
тать мощность, отводимую этими полями. Получены соотношения для разделения особых точек подынте-
гральных выражений на полюсы, отвечающие поверхностным, вытекающим и боковым волнам, способным 
оказывать определенное влияние на диаграмму направленности. Для этого вывода получены аналитические 
соотношения для определения полюсов подынтегральных выражений, полностью описывающих поверх-
ностные, вытекающие и боковые волны. По некоторым из полученных соотношений были проведены чис-
ленные расчеты. 
Заключение. Результаты показали, что мощность боковых волн равна нулю. Также из проведенных расчетов 
следует, что поле излучения поверхностных и вытекающих волн отсутствует, т. е. нет их вклада в диаграмму 
направленности. 
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нитной энергии 
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Abstract 
Introduction. The onboard antennas of the returned hypersonic aircraft are weakly directional, which is achieved by 
radiation from the open end of the waveguide. When passing through dense layers of the atmosphere, they are ex-
posed to aerodynamic heating, for protection from which a heat-resistant radio-transparent thermal protection is 
used. The case of uniform thermal protection of the antenna can be interpreted as the absence of heating or heating 
uniform in the thickness of the thermal protection. 
Aim. The problem of obtaining an analytical description of the radiation characteristics of a circular waveguide closed by 
a flat homogeneous dielectric plate is solved. Since in such a formulation it is necessary to consider the resonant domain, a 
strict solution of Maxwell's equations is required 
Materials and methods. Of the known analytical methods of solution, it is possible to use the method of integral 
transformations and the method of eigen functions. Both of these methods are used in the work. In this case, the 
assumption is used that the electrical parameters of the dielectric plate (thermal protection) and the geometric di-
mensions do not depend on time. 
Results. The relations describing the directional pattern of a circular waveguide with dielectric thermal protection 
and taking into account the electrical parameters of thermal protection and its thickness are obtained. Expressions 
are also obtained for the fields of lateral, surface and outflow waves, from which it is possible to calculate the power 
output by these fields. Relations for the separation of singular points of integrand expressions into poles correspond-
ing to surface, outflow and lateral waves are obtained. Surface, outflow and lateral waves can have a certain effect 
on the radiation pattern. To determine this conclusion, analytical relations are obtained for determining the poles of 
integrand expressions that fully describe surface, outflow and side waves. All the analytical results obtained corre-
spond to Numerical calculations were carried out on some of the obtained ratios. 
Conclusion. The results showed that the power of the side waves is zero. It also follows from the calculations car-
ried out that there is no radiation field of surface and outgoing waves, i.e. there is no contribution of them to the 
radiation pattern. 
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Введение. Бортовые антенны возвращаемых 
космических аппаратов подвергаются интенсив-
ному аэродинамическом нагреву при прохожде-
нии аппаратом плотных слоев атмосферы [1, 2]. 
В этих условиях для защиты антенн от внешних 
воздействий используется теплозащита, обла-
дающая свойствами радиопрозрачности, нагре-
востойкости и термостабильности электриче-
ских параметров (относительной диэлектриче-
ской проницаемости ε  и тангенса угла диэлек-

трических потерь tg ).δ  Даже у самых термо-
стабильных диэлектриков электрические пара-
метры существенно изменяются при высоко-
температурном аэродинамическом нагреве [3–
5]. Эти изменения приводят к заметному росту 
потерь в теплозащите, отражению от ее границ, 
а также к возникновению поверхностных и бо-
ковых волн. Оценка этих изменений совершенно 
необходима для определения радиотехнических 
характеристик бортовой радиоаппаратуры.  
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Разработка математической модели борто-
вой антенны выполняется для электродинами-
ческой модели, представленной на рис. 1. В 
первом приближении рассматривается плоская 
однородная теплозащита толщиной d, закры-
вающая раскрыв антенны (открытый конец 
круглого волновода с радиусом a). 

В общем случае решение задачи сводится к 
решению уравнений Максвелла для неодно-
родной среды и произвольного изменения элек-
трических параметров среды во времени. При 
ряде упрощающих предположений задача ре-
шалась в приближении геометрической оптики, 
которое справедливо для квазиоптической об-
ласти [6–8]. Для нашего случая (резонансная 
область) требуется строгое решение уравнений 
Максвелла. В первом приближении будем рас-
сматривать плоскую однородную теплозащиту, 
что соответствует равномерному нагреву, а так-
же нагрев теплозащиты с небольшим темпом, 
что можно интерпретировать как независимость 
от времени электрических параметров. Из ана-
литических методов решения возможно приме-
нение метода интегральных преобразований и 
метода собственных функций. Оба указанных 
метода будем использовать в дальнейшем. 

Методы исследований. В первом прибли-
жении считается, что распространение поля  
в раскрыве излучателя не зависит от электри-
ческих и геометрических параметров диэлек-
трической теплозащиты. В этом случае уравне-
ния Максвелла сводятся к волновому уравне-
нию, которое можно решать как для  

электрической, так и для магнитной компо-
ненты поля излучения. 

Решение для магнитной компоненты оказы-
вается более удобным из-за простого вида гра-
ничных условий [9]. 

Волновое уравнение для магнитной компо-
ненты yH  имеет вид 

 
2 2 2

2
2 2 2 0,y y y

y
H H H

k H
x y z

∂ ∂ ∂
+ + + ε =

∂ ∂ ∂
 (1) 

где k – волновое число; ε – относительная ди-
электрическая проницаемость; 1 ε = ε  при 
0 ;z d≤ ≤   1ε =  при .z d>  

Уравнение (1) получено для плоской и од-
нородной волны, что не выполняется для излу-
чения бортовой антенны. Тогда для применения 
волнового уравнения используем концепцию 
углового спектра плоских волн, которая реали-
зуется использованием преобразования Фурье 
по координатам к уравнению (1). Получим 

 ( )
2

2 2 2
2

ˆ
ˆ 0,y

y
H

k k x k y H
z

∂
+ ε − − =

∂
 (2) 

где  

( ) ( )ˆ , ,0 expy y x yH H x y j k x k y dxdy
∞

−∞
 = − + ∫ ∫  

– прямое преобразование Фурье yH  (угловой 

спектр плоских волн); ,xk  yk  – проекция вол-
нового числа на оси x и y. 

Решение (2) для области, занимаемой ди-
электрической пластиной (область 1 на рис. 1, 
0 z d< < ), известно и будет иметь следующий вид: 

 ( ) ( ) ( )1 1
1ˆ exp exp ,y z zH D jk z L jk z= − +   

где D и L – постоянные интегрирования;
 

1
2 2 2 .z x yk k k k= ε − −  

Для области 2, т. е. области за пластиной 
( ) ,z d≥  получаем 

 ( ) ( )2ˆ exp ,y zH M jk z= −   

где M – постоянная интегрирования; 
2 2 2 .z x yk k k k= − −  

 

Рис. 1. Электродинамическая модель антенного окна:  
d – толщина однородного слоя теплозащиты; а – радиус 

волновода; x, y, z  – декартовы координаты  
(1 – область, занимаемая диэлектрической защитой;  

2 – область за пластиной) 
Fig. 1. Electrodynamic model of the antenna window:  

d – the thickness of a homogeneous layer of thermal protection;  
a – the radius of the waveguide; x, y, z – Cartesian coordinates  

(1 – the area occupied by the dielectric protection;  
2 – the area behind the plate) 
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Для касательной магнитной составляющей 
поля xH  получаем следующие уравнения для 

спектральной составляющей ˆ :xH  

 ( ) ( ) ( )1 1
1ˆ exp exp ;x z zH A jk z B jk z= − +   

 ( ) ( )2ˆ exp ,x zH C jk z= −   

где A, B, C – постоянные интегрирования. 
Спектральные составляющие электриче-

ского поля получим из уравнений, вытекающих 
из уравнения Максвелла: 

0 ;y
x

H
j E

z
∂

= − ωε ε
∂ 0 ,x

y
H j E
z

∂
= ωε ε

∂
 

где ω – угловая частота; 0ε  – диэлектрическая 
постоянная. В результате 

( ) ( ) ( )1
1 1

1

0 1
;ˆ exp expz

x z z
k

E D jk z L jk z = − − − ωε ε
 

( ) ( )2
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( ) ( )2

0
exp .ˆ z

y z
kE C jk z = − ωε

 

Постоянные интегрирования A, B, C, D, L, M 
определяются из граничных условий при 0z =  
и .z d=  Будем рассматривать основную моду 
колебаний в круглом волноводе (волны типа 

11H ), тогда граничные условия примут вид 
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где  

( ) ( )0
П

ˆ , ,0 exp ;x x x yE E x y j k x k y dx dy′ ′ ′ ′ ′ ′ = − + ∫∫  

( ) ( )0
П

ˆ , ,0 exp ,y y x yE E x y j k x k y dx dy′ ′ ′ ′ ′ ′ = − + ∫∫  

причем П – область интегрирования по рас-
крыву круглого волновода; ,x y′ ′  – координа-
ты, отсчитываемые в раскрыве изучаемого 
волновода. 

Не представляя подробных преобразований, 
приведем в полном виде выражения коэффициен-
тов, входящих в решение волновых уравнений 
спектральных составляющих. При этом использу-
ем следующую замену  переменных: cos , xk = β α

sin , yk = β α  2 2 , zk k= −β  
1

2 2
1 .zk k= ε −β  

Поскольку выражения коэффициентов по-
лучаются весьма громоздкими, для компакт-
ной формы записи применим следующие 
обозначения: 

2 2 2 2 2 2
1 1;   ;   ;k a k b k d c−β = ε −β = ε −β ⋅ =  
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Тогда 
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На основании полученных выражений уг-
лового спектра плоских волн 

0
ˆxE и 

0
ˆ yE  для 

моды 11H  и обратного преобразования Фурье 
получим [10] 
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 ( ), , 0 .yE x y dx dy′ ′ ′ ′×  (10) 
Функции F в (9), (10) определяются на ос-

новании (3)–(8). После преобразования можно 
записать 
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( ) ( ){ }cos sin  ;j x x y y d da × − β − α + − α β β ′ ′ (12) 
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( ) ( ){ }exp cos sin   .j x x y y d × − β − α + − α ββ α ′ ′   (14) 
Пусть круглый волновод в проводящем 

экране излучает основную волну 11,H тогда 
составляющие электрического поля в раскрыве 
при 0z =  имеют следующий вид [11]: 

( ) ( )
2

0 0 11
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, ,0 ,

cos ;

x rE x y E r

jH a rJ
ar
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ϕ ′ ′= ϕ =

′ωµ η ′ ′= ϕ η  

 

где ,r′ ′ϕ  – цилиндрическая система координат;

0H  – амплитуда, определяемая мощностью 
источника поля; ω  – угловая частота; 0µ  – аб-
солютная магнитная проницаемость воздуха; 

1J  – функция Бесселя первого порядка; 11η  – 
корень функции Бесселя; 

11 11
1 0 2

1
2

r rJ J J
a a
′ ′ η η   ′ = −          

– производная функции Бесселя первого по-
рядка [12], где 0J  и 2J  – функции Бесселя 
первого рода нулевого и второго порядка соот-
ветственно. 

Поверхностные волны могут изменить вид 
диаграммы направленности. В общем случае в 
соответствии с теоремой Коши интегралы для 

функций ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2
2 2 2 2,  , ,x y x yF F F F могут быть 

представлены в следующем виде: 
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где ( ),в pU C  – единичная функция Хевисайда;  

,
, 

,
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в p
в p

в p
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= ± ϕ − 
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– величины, определяемые на комплексной 
плоскости β . 

Первый интеграл по контуру l описывает 
диаграмму направленности и вычисляется ме-
тодом перевала. Второй интеграл вl  вычисля-
ется по берегам разреза, при этом разрез целе-
сообразно выбрать так, чтобы это была прямая, 
параллельная мнимой оси на комплексной 
плоскости β.  

Условия существования поверхностных и 
вытекающих волн определяются из расположе-
ния полюсов подынтегральных функций 
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2
2 2 2 2, , , ,x y x yF F F F  причем полюсы соответ-

ствуют равенству нулю знаменателей отмечен-
ных выражений. Представив знаменатель в виде 
множителей и выполнив ряд преобразований, 
получим следующее уравнение для полюсов: 

( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1

tg

ctg 0.

j k k d k

j k k d k
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Учитывая, что ( )Re 0,zk ≥ 2 2
1j kε −β =  

2 2 ,k= β −  получим окончательно выражения 
для определения полюсов в виде следующих 
дисперсионных уравнений: 

 ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1tgk k d kε β − = ε −β ε −β (16) 

– для четных Е-мод; 

 ( )2 2 2 2 2 2
1 1ctgk k d kβ − = − ε −β ε −β (17) 

– для нечетных H-мод. 
По теореме Коши интеграл (15) по контуру 

pl  определится суммой вычетов: 

 ( )
1
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p

n
i

il
d s

=
β = β∑∫  (18) 

где iβ  – корни уравнений (16) и (17). 
Для дифференциации особых точек на по-

люсы, определяющие поверхностные и выте-
кающие  волны, целесообразно перейти с ком-
плексной плоскости β на плоскость комплекс-
ного угла sin ,kβ = τ  где ,r jjτ = τ + τ  а индек-
сы r и j обозначают реальную и мнимую части. 
Поверхностная волна будет иметь место при 

2;  0.r jτ = π τ >  

Вытекающие волны находятся в следующей 
области комплексных углов: 0 ,  r< τ < π кроме 

2rτ = π ; 0.jτ >  При этом область 0 r< τ < ϕ

определяет обратную волну, не удовлетворяю-
щую условиям излучения на бесконечности. 

При наличии потерь в диэлектрической 
теплозащите бортовой антенны имеем 

1 ,r jk k jk= −  тогда полюсы, соответствующие 
соотношениям для комплексного угла τ: 
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Если cos sh tg ,r jτ τ ≠ −ε δ  то полюсы, удо-
влетворяющие этому соотношению, определя-
ют поле вытекающей волны. 

Для определения вклада поверхностных 
волн в диаграмму излучения, исходя от интегра-
ла (15) по контуру ,вl  необходимо в (9) и (10) 
подставить следующие выражения: 
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ψ β = ε −β ⋅ ×

× ε −β − ε −β
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12 exp
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индекс E обозначает моду. 
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При нахождении этих точек можно будет 
определить вклад поверхностных волн. 

Выражения ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2
2 2 2 2,  , ,
H H H Hx y x yF F F F  для H-

мод будут характеризоваться уравнениями, 
аналогичными (11)–(14), в которых заменятся 

( )1ψ β  на ( )2ψ β  и ( )1′ψ β  на ( )2 ,′ψ β которые и 
будут рассчитываться для значений β соответ-

ствующих полюсов ,H
iβ  причем 
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Выражения ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2
1 1 1 1, , ,
H H H Hy yx xF F F F  оказы-

ваются аналогичны соответствующим выраже-
ниям E-мод, в которых выполнена замена 

( )1 iψ β и ( )1 i′ψ β  на ( )2 iψ β и ( )2 .i′ψ β  
Поверхностные волны при определенных 

условиях могут отводить большую часть мощ-
ности, подводимой для излучения. Для расчета 
этой ситуации необходимо найти полные вы-
ражения поверхностных волн, а не только в 
точке перевала. Рассчитать поля поверхност-
ных волн в диэлектрической теплозащите и воз-
духе можно по (9), (10) и (18) совместно с (19)–
(22), исключив из этих выражений множители в 
виде функций Хевисайда. Количественную 
оценку влияния поверхностных волн выполним 
следующим образом: 

 пов

пад
,P

P
ν =   

где повP  – мощность поверхностных волн; 
падP  – мощность падающая, подводимая к из-

лучателю. 
Мощность может быть рассчитана по сле-

дующему выражению: 
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1 sin ,
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P E E r d d
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π π
θ ϕ= + θ θ ϕ∫ ∫   

где 

cos cos cos sin sin ;x y zE E E Eθ = θ ϕ + θ ϕ− θ

 

cos sin ;y xE E Eϕ = ϕ− ϕ  

0 0
;1 x

z
EE

j Z x
∂

=
ωε ∂

 

( ) ( )222 .r z x x y y′ ′= + − + −  
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Для круглого волновода с волной 11H  имеем 

( )

( )

4 22 2
пад 0 0

2 2
1

11

11 11 11

4

1 1 ,

k aP Z k a

J

H

η

π
η

η

= − ×

  × −  η

 

где 0Z  – волновое сопротивление свободного 
пространства; 

( ) ( )1,2 1,2
пов пов пов .E HP P P= +  

Расчет ( )1 ,
пов

E HP  выполняется по (15) с заме-

ной 0Z  на 0

0 1
aZ µ
=

ε ε
. 

Результаты. Расчет потери энергии на по-
верхностные волны основывается только на из-
вестных температурных зависимостях электри-
ческих параметров теплозащиты. Температур-
ные зависимости определяются видом теплоза-
щиты антенны, а значение температуры – траек-
торией полета. При интенсивном нагреве тепло-
защиты в разы возрастает тангенс угла диэлектри-
ческих потерь. При расчете будем считать, что 
нагрев по толщине теплозащиты равномерный. 

На рис. 2 изображены потери на поверх-
ностные волны для различных материалов. Для 
расчета взят круглый волновод с радиусом 
a = 1.2 см и длиной волны λ = 3 см. В результате 
расчета было выявлено, что мощность поверх-
ностных волн в теплозащите сильно возрастает 
при росте тангенса угла диэлектрических потерь 
и относительной диэлектрической проницаемо-
сти [13–15]. На рис. 3 изображены потери на 
поверхностные волны для разной толщины теп-
лозащиты. Из него следует, что при увеличении 
толщины теплозащиты, влияние поверхностных 
волн возрастает. 

Заключение. Получены выражения для по-
лей поверхностных волн, которые позволяют 
рассчитать мощность, поглощающую в себя 

часть подводимой мощности. Получены соотно-
шения для разделения особых точек подынте-
гральных функций на полюсы, соответствующие 
поверхностным волнам. Для этого вывода были 
получены аналитические соотношения для опре-
деления полюсов подынтегральных функций, 
полностью описывающих поверхностные волны. 
По результатам расчета влияния поверхностных 
волн на радиотехнические характеристики бор-
товой антенны с теплозащитой можно разрабо-
тать рекомендации по выбору теплозащиты, ко-
торая обеспечит наивысшую стабильность ха-
рактеристик антенн в условиях эксплуатации и 
снизит чувствительность к воздействию высоко-
температурного нагрева. 
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