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Аннотация 
Введение. Исследования последних лет привели к обнаружению качеств спинтронных осцилляторов, обес-
печивающих их широкое применение на практике как устройств, обрабатывающих и генерирующих сигна-
лы. Существенным ограничением практической реализации спинтронных осцилляторов является их малая 
мощность, из-за чего появляется необходимость их синхронизации. 
Цель работы. Определение условий реализации синхронного режима двух связанных посредством общего 
тока антиферромагнитных спинтронных осцилляторов. 
Материалы и методы. Для упрощения численного моделирования системы связанных резистивно анти-
ферромагнитных осцилляторов был использован метод многих масштабов, позволивший рассматривать си-
стему уравнений Курамото вместо исходной. Для определения полосы захвата модели Курамото был приме-
нен метод аппроксимации гомоклинической траектории. 
Результаты. Получено уравнение Курамото для фаз парциальных осцилляторов, учитывающее влияние инер-
ционного слагаемого и фазового сдвига между ними. Получены выражения для полосы захвата и синхрониза-
ции как функции параметров системы (токов подкачки, размеров) и проведено численное моделирование, поз-
воляющее количественно определить границы существования двух режимов: синхронного и асинхронного. 
Заключение. Результаты численного моделирования системы уравнений Курамото и уравнения Адлера для 
двух связанных спинтронных осцилляторов соответствуют найденным теоретически значениям полос захва-
та и синхронизации. Схему приведения модели антиферромагнитных осцилляторов к модели Курамото в 
дальнейшем можно распространить и на случай большего количества связанных осцилляторов, что позволит 
упростить вычислительный эксперимент и существенно сократить время численного моделирования. 
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Abstract 
Introduction. Recent studies into the properties of spintronic oscillators have led to broadening their scope of prac-
tical application as devices for generating and processing signals. The practical implementation of spintronic oscilla-
tors is, however, significantly limited by their low power capacity, thus requiring synchronization between devices. 
Aim. Determination of conditions for the implementation of the synchronous regime of two antiferromagnetic 
spintronic oscillators coupled by a common current. 
Materials and methods. To simplify the numerical simulation of a system of coupled resistively antiferromagnetic 
oscillators, the method of multiple-time-scale analysis was used. This allowed a system of Kuramoto equations to be 
considered instead of the original system. To determine the locking band of the Kuramoto model, the homoclinic 
trajectory approximation method was applied. 
Results. A system of Kuramoto equation for the phases of partial oscillators under the influence of the inertial term 
and phase shift was obtained. Expressions describing the locking and synchronization band as functions of the sys-
tem parameters (bias currents and sizes) were derived. The numerically simulated Kuramoto model was used to de-
termine the bands of the synchronous and asynchronous regimes. 
Conclusion. The results of numerical simulations of the system of Kuramoto equations and the Adler equation for 
two coupled spintronic oscillators agree well with the theoretically calculated values of locking and synchronization 
ranges. The scheme for reducing the model of antiferromagnetic oscillators to a Kuramoto model can be further ex-
tended to the case of a larger number of coupled oscillators, which will simplify computational experiments and 
significantly reduce the time required for numerical simulations. 
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Введение. Синхронизация автоколебатель-
ных систем является фундаментальной пробле-
мой теории нелинейных колебаний и волн [1–6]. 
Современные методы нанотехнологии позволяют 
реализовать большие массивы взаимосвязанных 
осцилляторов, решающих задачи сложения мощ-
ностей, многомодовой генерации, нейроморфных 
вычислений и т. д. Примером наиболее перспек-
тивных являются спинтронные структуры, вы-
полненные на основе магнитных тонких пленок в 
едином технологическом цикле и с практически 

идентичными параметрами [7, 8]. Осцилляторы, 
выполненные на основе спинтроники, обладают 
рядом положительных качеств: возможностью 
перестройки резонансной частоты током и маг-
нитным полем; совместимостью с технологией 
производства КМОП СБИС; интегрированно-
стью в едином наноразмерном блоке резонансной 
системы, управителя частоты и активного эле-
мента; возможностью реализации различных ме-
ханизмов связи (консервативных и диссипатив-
ных). Соответствующие осцилляторы получили 
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название "спинтронные осцилляторы" (СО).  
Существенным недостатком, ограничивающим 
практическое применение СО, является низкая 
мощность выходных колебаний (порядка единиц 
нановатт). Решение данного вопроса может быть 
достигнуто с помощью соединения нескольких 
маломощных СО и их последующей синхрони-
зации для сложения мощностей [9, 10]. Также 
явление синхронизации играет важную роль в 
нейроморфных вычислениях [11, 12], где реше-
ние когнитивной задачи предоставляется системе 
связанных осцилляторов [13, 14]. 

Спинтронные осцилляторы могут быть вы-
полнены на основе ферромагнитных и анти-
ферромагнитных магнитных пленок. Резонанс-
ные частоты ферромагнитных СО ограничены 
несколькими десятками гигагерц, а для возбуж-
дения колебаний намагниченности на частотах 
в сотни и тысячи гигагерц требуются высокие 
плотности тока и величины поля подмагничи-
вания, что существенно усложняет конструк-
цию осцилляторной системы. Резонансные ча-
стоты антиферромагнетиков находятся в широ-
ком частотном диапазоне – от единиц гигагерц 
до десятков терагерц, что связано с явлением 
обменного усиления [15] параметров материала 
(резонансных частот, скорости спиновых волн и 
т. д.). Широко исследуются физические и мате-
матические модели связанных резистивно, по-
средством общего тока, антиферромагнитных 
(АФМ) осцилляторов. АФМ-осцилляторы пред-
лагают применять в качестве детекторов и гене-
раторов терагерцевых сигналов [16, 17], а также 
в качестве логических элементов [18], которые 
можно использовать для нейропроцессоров. 

Удобной моделью фазовых осцилляторов, 
описывающей явление синхронизации, являет-
ся модель Курамото [19]. Она применима для 
описания процессов, в которых амплитуды ос-
цилляторов достигли стационарного режима, а 
скорость изменения фаз заметно ниже. В неко-
торых работах сведение моделей ферромагнит-
ных СО к модели Курамото служило средством 
определения границ области синхронного ре-
жима [20, 21]. Исследовались также модели 
ансамблей связанных осцилляторов Курамото с 
различной топологией объединения [22–24]. 

В данной статье исследуется модель Кура-
мото фазовых антиферромагнитных спинтрон-

ных осцилляторов с учетом инерционного сла-
гаемого и наличия фазового сдвига между ос-
цилляторами. Структура работы следующая. 
Описывается физическая структура рассматри-
ваемой модели двух связанных антиферромаг-
нитных СО и принцип работы парциального 
осциллятора, построена его регулировочная 
характеристика (зависимость частоты колеба-
ний от силы тока). Затем представленная мо-
дель связанных АФМ-осцилляторов с помо-
щью метода многих масштабов сводится к мо-
дели Курамото и уравнению для разности фаз 
(уравнение Адлера), которое исследуется ме-
тодом фазовой плоскости. Далее представлены 
результаты численного моделирования, демон-
стрирующие границы областей синхронизации 
и асинхронного режима. Далее обсуждаются 
полученные результаты. 

Физическая структура. Рассмотрим гете-
роструктуру из двух связанных общим слоем 
нормального металла (НМ) АФМ-осцилляторов, 
каждый из которых еще расположен на отдель-
ном слое НМ (рис. 1). По двум отдельным сло-
ям НМ протекают постоянные токи 

DC , 1,2.
j

j j =  Заметим, что для изучения син-

хронизации двух АФМ-осцилляторов подби-
раются такие значения токов DC ,

j
j  что в ан-

тиферромагнетике они вызывают ротационное 
движение вектора Нееля в легкой плоскости 
(ЛП), которое приводит к возникновению спи-
нового тока S , 1,2

j
j j =  из АФМ-осциллятора в 

общий слой НМ, связывающий два осциллято-
ра друг с другом. На рис. 1 представлена 
структура, где , 1,2j jϕ =  – угол поворота век-

тора Нееля в ЛП. Под синхронизацией здесь 
понимается совпадение частот jd dtϕ  осцил-

 

Рис. 1. Физическая структура двух связанных через общий 
слой тяжелого металла АФМ-осцилляторов 

Fig. 1. Physical structure of two AFM-oscillators mutually 
coupled through a common heavy metal layer 
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ляции вектора Нееля в двух связанных анти-
ферромагнетиках. 

Динамика единичного АФМ-осциллятора 
описывается маятниковым уравнением вида 

  e
DC

ex

1 sin 2 1,2.,
2 jj j j j jω

ϕ + αϕ + ϕ = σ =
ω

    (1) 

Здесь ex ex ;Hω = γ  e eHω = γ  являются частота-
ми полей обмена exH  и анизотропии (ЛП) eH  
(γ – гирромагнитное отношение); α  – коэффи-

циент затухания Гилберта; DC j
jσ  – спиновый 

момент, где ( )2 4.32σ = π  Гц · см2/А – коэффи-
циент спинового переноса; DC j

j  – плотность 

постоянного тока, протекающего по шине, на 
которой расположен j-й АФМ-осциллятор. Ди-
намика единичного маятникового осциллятора 
хорошо известна и подробно изучалась в [25, 
26]. Отметим, что в парциальном случае воз-
можны 3 режима АФМ-осциллятора: докрити-
ческий, характеризующийся устойчивым зату-
хающим движением вектора Нееля в АФМ; по-
слекритический, для которого характерно авто-
колебательное ротационное движение в ЛП; 
промежуточный, устойчивость которого зависит 
от начальных условий. 

С помощью численного моделирования си-
стемы (1) для двух единичных АФМ-
осцилляторов на рис. 2 показана, во-первых, зави-
симость частоты осциллятора АФМ2 от плотно-

сти постоянного тока 8
DC2 0.5 10j  ∈ ⋅   А/см2. 

Два критических тока ( ) 2
2
th 81.07 10 А смj = ⋅  и 

( )th 8 2
1 2.079 10 А смj = ⋅  [27] делят рабочую 

область на 3 подобласти: колебательную, рота-
ционную и гистерезисную. Ток для осциллятора 
АФМ1 фиксирован, в частности для случая, по-

казанного на рис. 2, ( ) ( )th
DC1 e1 .2j j= = ω σ  

Другие физические параметры для СО совпада-

ют: ex 2 27.5 ТГц;ω = π ⋅  37 10 ;−α= ⋅  

e 2 1.75 ГГц.ω = π ⋅  Для парциального случая на 
рис. 2 можно наблюдать точку пересечения 
графиков собственных частот осцилляторов 
АФМ1 и АФМ2. Чтобы избежать зависимости 
режима АФМ от начальных условий для ис-
следования связанных осцилляторов, будем 
варьировать постоянный ток таким образом, 

что ( )th
DC 1 .

j
j j>  

Для исследования взаимодействия двух 
АФМ-осцилляторов свяжем их резистивно че-
рез общий слой НМ, что отразится на связи че-
рез производную в математической модели [18]: 

 

e

ex

DC
1

1 sin 2
2

,
j

j j j

N
ji i

i
j k

=

ω
ϕ + αϕ + ϕ =

ω

= σ + ϕ∑

 



  
(2)

 

где 310jik −∼  – коэффициенты связи, по по-
рядку величин соответствующие коэффициен-
ту затухания. Обратим внимание, что проведе-
ние вычислительного эксперимента с моделью 
(1) уже сопряжено со значительными затрата-
ми времени и вычислительными сложностями. 
Чтобы упростить вычисления для численного 
моделирования, сведем (2) к модели Курамото 
с помощью метода многих масштабов. Ранее 
метод многих масштабов применялся для ма-
ятниковых уравнений с консервативной связью 
для осцилляторов Джозефсона [20, 26]. 

Переход к модели Курамото методом 
многих масштабов. Исследуем систему диф-
ференциальных уравнений (2) методом многих 
масштабов, аналогично модели для осциллято-
ров Джозефсона в [20]. Предварительно приве-

 

Рис. 2. Зависимость частот несвязанных антиферромагнитных 
спинтронных осцилляторов при фиксированном токе через 

первый осциллятор и варьировании тока через второй 
Fig. 2. Frequency dependence of uncoupled antiferromagnetic 

spintronic oscillators at a fixed current through the first 
oscillator and varying the current through the second oscillator 
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дем систему (2) к безразмерному виду, домно-
жив ее на 2 и обозначив 2 ,Φ = ϕ  и перейдем к 

безразмерному времени 0 ,tω  где 0 e ex .ω = ω ω  
Запишем получившееся уравнение: 

 ( ) ( )

( )

2
ex

2 0 00

DC ex ex
2 0 010

sin

2
.j

j j
j

N
i

ji
i

d d
d td t

j
k

d t=

Φ Φω
+ α + Φ =

ω ωω

σ ω ω Φ
= +

ω ωω
∑

  

(3) 

Далее внесем коэффициент ex 0γ = αω ω  в 
переменную времени 0tτ = ω γ  и поделим (3) на 

fix
2

DC DC ex 0 ,2 jζ = σ ω ω  введя малый безраз-

мерный параметр DC1ε = ζ  при синусе, причем 

fixDC DC1j j=  – это постоянный ток, отвечаю-

щий за фиксированную частоту одного из свя-
занных осцилляторов. Для безразмерных пере-

менных DC 0 ;tτ = ζ ω γ  2
DC ;m = ζ γ  

fixDC DCjjl j j=  и ( )ex 0ji jikκ = ω γω  получим 

   
2

2
1

sin .
Nj j i

j j ji
i

d d dm l
d dd =

Φ Φ Φ
+ + ε Φ = + κ

τ ττ
∑  (4) 

Введем независимые временные переменные 

масштабов ,n
nT = ε τ  а искомые функции jΦ  

запишем в виде ( )0 1 2
0

, , ,... .n
j nj

n
T T T

∞

=
Φ = ε Φ∑  

Принимая n nT∂ = ∂ ∂  и 

2 3
0 1 2 3;d

d
= ∂ + ε∂ + ε ∂ + ε ∂

τ   

( )

( )

2
2 2 2
0 0 1 0 2 12

3
0 3 1 2

2 2

2 ;

d
d

= ∂ + ε∂ ∂ + ε ∂ ∂ + ∂ +
τ

+ ε ∂ ∂ + ∂ ∂

  

( )2 3
0 1 2 3

0

sin sin ...

,

j j j j j

n
nj

n
S

∞

=

Φ = Φ + εΦ + ε Φ + ε Φ + =

= ε∑
 

где 0 0 ;sinj jS = Φ  1 1 0cos ;j j jS = εΦ Φ  2
2 jS = ε ×

( )2
2 0 1 00.cos sin5j j j j× Φ Φ − Φ Φ  и т. д., пред-

ставим (4) в следующем виде: 

   

( )

( )

2 2 2
0 0 1 0 2 1

0
3

0 3 1 2

2 3
0 1 2 3

0

0

2 3
0 1 2 3

0

2 2

2

.

n

n

nj

n
nj

n

n
nj

n

n
j ji ni

i n

m

S

l

∞

=

∞

=
∞

=
∞

=

ε ∂ + ε∂ ∂ + ε ∂ ∂ + ∂ +

+ ε ∂ ∂ + ∂ ∂ Φ +


 + ε ∂ + ε∂ + ε ∂ + ε ∂ Φ + 

+ ε ε =

 = + κ ε ∂ + ε∂ + ε ∂ + ε ∂ Φ 

∑

∑

∑

∑ ∑

 

(5)

 

В нулевом приближении оставим в (5) чле-
ны нулевого порядка малости и получим урав-
нение 

2
0 0 0 0 0 0 ,j j j ji jm l∂ Φ + ∂ Φ = + κ ∂ Φ  

решая которое, отбросим быстро затухающие 
слагаемые (аналогично с тем, как это было 
сделано в [20]). Тогда в качестве решения (5) 
получим 

( )01 2 12
01 0 1

12 21
,

1
l l T C+ κ

Φ = +
− κ κ

 

( )02 1 21
02 0 2.

12 211
l l T C+ κ

Φ = +
− κ κ

  

Здесь константы ( ) ( )0 0
1 2,C C  являются постоян-

ными по отношению к 0 ,T  поэтому на их месте 
можно записать функцию от 1 2 3, , , .T T T   Ко-
эффициенты при 0T  обозначим, соответствен-
но, 1 2, .ω ω  Тогда решение нулевого приближе-
ния будет иметь вид 

 
( )
( )

01 1 0 1 1 2 3

02 2 0 2 1 2 3

, , ;
, , .

T T T T
T T T T

Φ = ω +ψ
Φ = ω +ψ

 (6) 

В первом приближении решение следую-
щего уравнения 

 2
0 1 0 0 0 1 02 j j jm m +∂ ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ   

 0 1 0 1 0 1j j ji i iS+ ∂ Φ + = κ ∂ Φ +Φ  (7) 

будем искать в форме 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
1 0 0 0sin ,cosj j jj j jA T B CΦ = + Φ + Φ  (8) 

где ( ) ( ) ( ), ,n n n
j j jA B C  – некоторые коэффициенты, 

которые необходимо определить, используя 
найденные на предыдущем этапе 01 02,Φ Φ  (6). 
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Номер n  совпадает с текущим приближением. 
Для синуса и косинуса аргумента 02Φ  запишем 

[ ]( )

[ ]( )

02 01 02 01

01 01

02 01 02 01

01 01

sin sin

sin cos ;

cos cos

cos sin ,

cos sin

cos sin

Φ = Φ + Φ −Φ =

= Φ ∆ + Φ ∆

Φ = Φ + Φ −Φ =

= Φ ∆ − Φ ∆

  

где 02 01∆ = Φ −Φ . При этом 01sinΦ  и 01cosΦ  
оставим без изменений. Подставив в (8) произ-
водные известных 01 02,Φ Φ  и тригонометриче-
ские функции, а также приравняв друг к другу 
слагаемые при единице, из (7) получим систему 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
12 12 1 2 1 11 2

1 1
21 21 1 1 1 22 1

0;

0,

A A

A A

− κ − κ ∂ ψ + ∂ ψ =

− κ − κ ∂ ψ + ∂ ψ =
  

решением которой будет ( )1
1 .jjA = ∂ ψ  Из ра-

венства нулю секулярного члена в (8) найдем 
производные 1 0.j∂ ψ =  

Во втором приближении решения уравнения 

( )2
0 2 1 0 0 1 1

2
0 2 2 0 1 1 0 2 1

2 0 1 1 0 2

2 2j j

j j j j j

ji i ji i ji i

m m

m S

∂ ∂ + ∂ Φ + ∂ ∂ Φ +

+ ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ + =

= κ ∂ Φ + κ ∂ Φ + κ ∂ Φ

 

(9)

 

аналогично с первым приближением принима-
ют вид 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2 0 0 0

2 2
0 012 2 .

sin cos

sin cos

j j jj j j

j jj

A T B C

D E

Φ = + Φ + Φ +

+ Φ + Φ
 

В запись решений добавлены неизвестные ко-

эффициенты ( )n
jD  и ( ).n

jE  

Найдя необходимые производные и подста-
вив их в (9), при необходимости можно запи-
сать систему из десяти уравнений, переходя от 

02sinΦ  и 02cosΦ  к 01sinΦ  и 01cosΦ  для пер-
вого уравнения системы относительно 21Φ , и 
наоборот, от 01sinΦ  и 01cosΦ  к 02sinΦ  и 

02cosΦ  для второго уравнения системы отно-
сительно 22.Φ  Здесь понадобится только пара 
уравнений с членами при константе 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 2
12 12 2 2 1 11 2

1
2 1 1

2 2 2
21 21 2 1 1 22 1

1
2 2 2

;

,

0.5

0.5

A A m

C

A A m

C

− κ = κ ∂ ψ − ∂ ψ

− ∂ ψ −

− κ = κ ∂ ψ − −

− ∂ −

−

∂ ψ

ψ

  

где коэффициенты ( )1
jC  можно найти из (8), при-

равняв друг к другу по отдельности члены при 

синусе и косинусе. Получив решения ( )2
jA  и при-

равняв эти коэффициенты к нулю по тем же сооб-
ражениям, что имели место в первом приближе-
нии, а также учитывая, что 1 1 0,∂ ψ =  найдем 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1 1
121 2

2 1
12 21

1 1
212 1

2 2
12 21

;
2 1

.
2 1

C C

C C

− + κ
∂ ψ =

− κ κ

− + κ
∂ ψ =

− κ κ  
Вернемся к исходной безразмерной пере-

менной 0

DC

tω τ
τ = = = ετ

γ ζ
  и найдем выраже-

ния для производных 

0 0
DC

2
DC 0 1 2 0

DC 1 2
DC

1 ;

j j

j j

j j j

d d
d d

T

Φ Φ
= ζ =

τ τ
 = ζ ∂ + ε∂ + ε ∂ ω + ψ = 

= ζ ω + ∂ ψ



+



∂
ζ



ψ





 

( )

( )

2
0 02

DC2 2

2 2 2 2
DC 0 0 1 0 1 1

2
0 1

2 2

.

j j

j j j

d d

dd

T



Φ Φ
= ζ =

ττ

= ζ ∂ + ε∂ ∂ + ε ∂ ∂ + ∂ ×

× ω +ψ = ∂ ψ  


 



 

Учитывая найденные производные по jψ , 
получим 

( ) ( )

( )

1 1
0 121 2

12 21
;

2 1
j

j
DC

d C C
d
Φ + κ

= ω +
τ ζ − κ κ



 

( )

2
0
2 0.jd

d

Φ
=

τ
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Здесь и далее заменим символ 0 jΦ  на .jψ  
Руководствуясь видом левой части (4) и учи-

тывая 2 ,1m = γ  запишем 

 
( )

( ) ( )

( )

1 12
121 1 1 2

12 DC 12 21
;

2 1
C Cd dm

dd

− κψ ψ
+ = ω −

τ ζ − κ κτ
  

( )

( ) ( )

( )

1 12
212 2 2 1

22 DC 12 21
,

2 1
C Cd dm

dd

− κψ ψ
+ = ω −

τ ζ − κ κτ
  

что можно переписать в виде 

 

( )

2

2

s ,in cos

j j

j j j j

d d
m

dd
C ψ ψ

ψ ψ
+ =

ττ
= ω + −α ∆ −β ∆



 
(10)

 

где 1 2,ψ∆ = ψ −ψ  или при условии , 0,j jα β >  
если пренебречь сдвигом разности фаз, 

 
( )

( )
2

2 s ,inj j
j j

d d
m A

dd
ψ

ψ ψ
+ = Ω − ∆

ττ
   (11) 

где 2 2 ,j j jA = α +β  а само уравнение (11) 

представляет собой уравнение Курамото с 
инерцией. Здесь выражения параметров в (10) 
имеют вид 

( )
( )( )

12 2 1 2
1 2 2 2 2

DC 1 2 1 2
;

2 1 1

m

m m

−κ ω +ω
α

ζ

ω

ω ω ω ω
=
− + +

 

( )
( )( )

2
12 2 1 2

1 2 2 2 2
DC 1 2 1 2

1
;

2 1 1

m

m m

κ −
β

ζ

ω ω

ω
=
− ω +ω +

ω

ω
 

( )
( )( )

21 1 1 2
2 2 2 2 2

DC 1 2 1 2
;

2 1 1

m

m m

ω

ω

κ ω +ω
α

− + ωζ ω
=

+ω
 

 
( )
( )( )

2
21 1 1 2

2 2 2 2 2
DC 1 2 1 2

1
,

2 1 1

m

m m

κ −
β

ζ

ω ω

ω
=
− ω +ω +

ω

ω
 

а добавки к частоте, соответственно: 

 

( )
( )( )

( )
( )( )

2 3 2 3
12 1 1 2 2

1 2 2 2 2
DC 1 2 1 2

2 3 2 3
21 2 2 1 1

2 2 2 2 2
DC 1 2 1 2

;
2 1 1

.
2 1 1

m m
C

m m

m m
C

m m

ω ω ω

ω

κ + + + ω
=
− ζ + +

ωκ + + + ω
=
− ζ

ω

+

ω ω ω

ω

ω ω +ω ω

 

Результаты. Полученная модель Курамото 
(11) состоит из двух дифференциальных уравне-
ний второго порядка, что приводит к четырех-
мерной задаче Коши. Для уменьшения размерно-
сти перейдем от модели Курамото к уравнению 
Адлера путем вычитания уравнений, входящих в 
(11), друг из друга. Таким образом, перейдем к 
обобщенному уравнению Адлера вида 

 ( )sin ,m Aψ ψ ψ∆ + ∆ = ∆Ω − ∆ + η 

   (12) 

где 1 2;∆Ω =Ω −Ω  ( ) ( )2 2
1 2 1 2 ;A = α −α + β −β  

( ) ( )
1 2

2 2
1 2 1 2

arcsin .β −β
η =

α −α + β −β
 

Обобщенное уравнение Адлера (12) записа-
но для разности фаз первого 1ψ  и второго ос-
цилляторов 2,ψ  участвующих по отдельности в 
двух уравнениях модели Курамото (11). Здесь 

1 2 1 2, .A A A∆Ω =Ω −Ω = −  Форма Коши для 
уравнения Адлера будет системой из двух диффе-
ренциальных уравнений первого порядка, для ко-
торой исследуем динамику на фазовой плоскости. 

Для уравнений, подобных полученному 
уравнению Адлера, ранее уже находились вы-
ражения для полосы захвата и полосы синхро-
низма [28]. В данном случае в безразмерном виде 
разность частот для полосы захвата з∆  и полосы 
синхронизма с ,∆  соответственно, равны 

з
45 ;

4 25 3
Am

m A
π

∆ =
+





 

с .A∆ =   
Подставив оставшиеся прежними параметры 

ex e DC, , , ,
j

jω ω α σ  и 3
12 21 ,3.5 10k k −= = ⋅  мож-

но получить токи, соответствующие полосам 
захвата и синхронизма. В дальнейшем их мож-
но использовать для настройки параметров в 
системах АФМ-осцилляторов в задачах нейро-
морфных вычислений. 

Вычислительный эксперимент над моделью 
Курамото (10) и уравнением Адлера (12) пока-
зал существование двух режимов взаимодей-
ствия двух связанных осцилляторов: асинхрон-
ного, когда DC2j  далеко от DC1j  и синхрони-
зации не наступает; синхронного, для которого 
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DC1 DC2j j−  мало и наблюдается синхрониза-
ция. Названные режимы проиллюстрированы 
на рис. 3. На фазовой плоскости асинхронный 
режим приобретает вид предельного цикла 
второго рода, а синхронному режиму соответ-
ствуют 2 точки покоя: устойчивый узел и седло. 

Заключение. В настоящей статье исследова-
лась взаимная синхронизация двух связанных 
АФМ-осцилляторов. Предварительное численное 
моделирование единичного осциллятора позво-
лило, во-первых, получить 3 режима работы та-
кого осциллятора, определяющихся критически-
ми токами и различающихся движением вектора 
Нееля в антиферромагнетике: колебательным, 
ротационным и гистерезисным. Для определения 

границы области синхронного режима модель 
двух связанных резистивной связью АФМ-
осцилляторов была приведена к более простым 
для проведения вычислительного эксперимента 
модели Курамото и обобщенному уравнению 
Адлера. Результат численного моделирования 
полученных упрощенных уравнений для двух 
связанных СО позволил количественно опреде-
лить границы областей захвата и синхронизма. 
Схему приведения модели АФМ-осцилляторов к 
модели Курамото в дальнейшем можно распро-
странить и на случай большего количества свя-
занных осцилляторов, что позволит упростить 
вычислительный эксперимент и существенно 
сократить время численного моделирования. 

Авторский вклад 
Митрофанова Анастасия Юрьевна – переход от модели резистивно связанных АФМ-осцилляторов к 

модели Курамото и реализация вычислительного эксперимента. Подготовка текста статьи. 
Сафин Ансар Ризаевич – руководство работой. Подготовка текста статьи. 
Кравченко Олег Викторович – реализация вычислительного эксперимента. Подготовка текста статьи. 
Никитов Сергей Аполлонович – руководство работой. Подготовка текста статьи. 

Author’s contribution 
Anastasia Yu. Mitrofanova – obtaining a Kuramoto model from resistively coupled AFM oscillators with mul-

tiple-time scale and the numerical simulatio. Preparation of the text for the study. 
Ansar R. Safin – supervision of the study. Preparation of the text for the study. 
Oleg V. Kravchenko – numerical simulation. Preparation of the text for the study. 
Sergey A. Nikitov – supervision of the study. Preparation of the text for the study. 

 

Рис. 3. Зависимость частоты автоколебаний двух связанных АФМ-осцилляторов, демонстрирующих 
синхронизацию (а) и фазовые портреты, полученные в результате анализа обобщенного уравнения Адлера, двух 

возможных режимов рассматриваемой системы (б): I – асинхронный режим, представленный на фазовой плоскости 
предельным циклом второго рода; II – устойчивый синхронный режим, представленный узлом 

Fig. 3. Dependence of the frequency of self-oscillations of two coupled antiferromagnetic oscillators demonstrating 
synchronization (a) and phase portraits obtained from the analysis of the generalized Adler equation for two possible regimes 
of the system under consideration (б): I – asynchronous mode represented on the phase plane by a limit cycle of the second 

kind; II – stable synchronous mode represented by a node 
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