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Аннотация 
Введение. Рост объемов передаваемой информации по каналам связи приводит к их существенной перегру-
женности. Практически все используемые традиционные методы повышения скорости передачи данных в 
заданных полосах частот исчерпаны. В этой связи представляет интерес использование новых подходов, 
направленных на повышение спектральной эффективности радиотехнических и телекоммуникационных 
систем путем применения оптимальных сигналов, позволяющих задействовать резервы пропускной способ-
ности каналов передачи, которые дает теория Шеннона. 
Цель работы. Повышение спектральной эффективности систем передачи цифровых сообщений путем при-
менения сигналов с компактным спектром и увеличения объема канального алфавита при минимизации 
энергетических потерь. 
Материалы и методы. При поиске оптимальных сигналов используется математический аппарат теории связи и 
функционального анализа, а также методы вариационного исчисления. Оценка помехоустойчивости приема по-
лученных оптимальных сигналов при передаче в канале с аддитивным белым гауссовским шумом выполнена в 
среде MatLab. 
Результаты. Установлено, что в канале с аддитивным белым гауссовским шумом оптимальные сигналы при 
размере сигнального созвездия 64 в случае квадратурной амплитудно-фазовой модуляции обеспечивают 
энергетический выигрыш более 1 дБ относительно сигналов, которые получаются путем узкополосной 
фильтрации в условиях неконтролируемой межсимвольной интерференции. Показано, что оптимальные сиг-
налы позволяют получить энергетический выигрыш 4.9 дБ по отношению к сигналам, построенным на ос-
нове узкополосной фильтрации, при фиксированной спектральной эффективности 7 (бит/с)/Гц. 
Заключение. Предложен метод повышения спектральной эффективности квадратурных сигналов с ампли-
тудно-фазовой модуляцией, основанный на применении оптимальных форм импульсов, полученных в ходе 
решения оптимизационной задачи. Приведена процедура решения оптимизационной задачи по критерию 
минимизации внеполосных излучений при наличии ограничения на помехоустойчивость приема в случае 
амплитудно-фазовой модуляции. Выполнено сравнение энергетической и спектральной эффективности, 
обеспечиваемой сигналами с оптимальными формами импульсов и сигналами, построенными на основе уз-
кополосной фильтрации. 
Ключевые слова: оптимизационная задача, внеполосные излучения, спектральная эффективность, энергети-
ческая эффективность, граница Шеннона, RRC 
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Abstract 
Introduction. The growth in the volume of information transmitted through communication channels leads to their 
significant congestion. Almost all methods conventionally used to increase the data transfer rate in given frequency 
bands have been exhausted. In this regard, it is of interest to use new approaches aimed at improving the spectral effi-
ciency of radio engineering and telecommunication systems by applying optimal signals that make it possible to use the 
bandwidth reserves of transmission channels given by Shannon's theory. 
Aim. Improvement of the spectral efficiency of digital messaging systems by using signals with a compact spectrum 
and increased volume of the channel alphabet at the same time as minimizing energy losses. 
Materials and methods. When searching for optimal signals, the mathematical apparatus of communication theory 
and functional analysis, as well as the methods of calculus of variations, were used. The evaluation of bit error rate 
performance of the obtained optimal signals transmitted in a channel with additive white Gaussian noise was per-
formed in the MatLab environment. 
Results. It was established that, in a channel with additive white Gaussian noise, optimal signals with a signal constel-
lation size of 64 in the case of quadrature amplitude-phase modulation provide an energy gain of more than 1 dB rela-
tive to signals obtained by narrowband filtering under the conditions of uncontrolled intersymbol interference. Optimal 
signals were shown to provide for an energy gain of 4.9 dB with respect to signals based on narrow-band filtering at a 
fixed spectral efficiency of 7 (bit/s)/Hz. 
Conclusion. The paper proposes a method for improving the spectral efficiency of quadrature signals with amplitude-
phase modulation, based on the use of optimal pulse shapes obtained as a result of solving an optimization problem. 
The optimization problem was solved according to the criterion of minimizing out-of-band emissions with the con-
straint on bit error rate performance in case of amplitude-phase modulation. The energy and spectral efficiency of sig-
nals with optimal pulse shapes and signals based on narrow-band filtering were compared. 
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Введение. Повышение спектральной эф-
фективности систем передачи цифровых сооб-
щений достигается путем применения сигналов 
с компактным спектром (минимальным значе-
нием занимаемой полосы частот) и увеличения 
объема канального алфавита. К таким сигналам 

относятся спектрально-эффективные сигналы с 
амплитудно-фазовой модуляцией (АФМ) с 
увеличенным размером сигнального созвездия. 
При использовании квадратурного метода по-
строения в каждом квадратурном канале ис-
пользуются сигналы АФМ при наличии управ-
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ляемой межсимвольной интерференции, вы-
званной наложением соседних сигналов друг 
на друга. Отметим, что такие сигналы широко 
применяются в системах DVB-S2 (Digital Video 
Broadcasting Satellite Second Generation) и 
DVB-T2 (Digital Video Broadcasting Terrestrial 
Second Generation) [1–3]. Одним из вариантов 
АФМ сигналов является квадратурная ампли-
тудная модуляция (КАМ) [4]. 

Традиционно сигналы с АФМ используют-
ся с прямоугольной формой импульса и имеют 
длительность Т, равную длительности переда-
чи бита сообщения, что не обеспечивает высо-
кую спектральную эффективность информаци-
онной системы. Рост такой эффективности ин-
тересен не только с теоретической точки зре-
ния, но и применительно к практическому по-
строению многоканальных систем (например, 
находящихся в общем стволе спутника-
ретранслятора), когда требуется минимизиро-
вать величину защитного частотного интервала 
между потоками сигналов или обеспечить 
электромагнитную совместимость с парал-
лельно работающими телеметрическими си-
стемами и системами навигации. 

Условие увеличения спектральной эффек-
тивности достигается путем использования 
увеличенных размеров сигнального созвездия 
и спектрально-эффективных сигналов с ком-
пактным спектром [3–6]. Известные сигналы, 
удовлетворяющие этому условию, строятся  
на основе импульсов вида "приподнятого ко-
синуса" (root-raised-cosine – RRC) [1]. Случай-
ные последовательности, построенные на ос-
нове таких сигналов, обеспечивают скорости 
передачи сообщений выше "барьера Найкви-
ста" [5]. При этом обеспечивается достаточно 
высокая степень компактности энергетическо-
го спектра. 

В системе DVB-S2 применяются RRC-
импульсы с коэффициентами скругления 
α = 0.35; 0.25; 0.2 [1, 7]. При дальнейшем уве-
личении скорости передачи и увеличении 
размеров сигнального созвездия появляется 
существенная межсимвольная интерференция, 
которая возрастает по мере увеличения скоро-
сти передачи указанных значений. Эта  
интерференция приводит к ухудшению поме-
хоустойчивости приема и снижению  

энергетической эффективности информацион-
ной системы [3]. 

Следующим шагом на пути увеличения 
спектральной эффективности может быть пе-
реход к сигналам с квадратурной амплитудной 
модуляцией с оптимальной формой импульса 
при увеличенных размерах сигнального со-
звездия. Предлагаемый путь заключается в по-
иске форм оптимальных функций спектрально-
эффективных сигналов большой, но конечной 
длительности, которые имеют высокую ско-
рость спада уровня внеполосных излучений и 
обеспечивают хорошие корреляционные свой-
ства отрезков или всей случайной последова-
тельности сигналов. Такие сигналы априори 
имеют управляемую межсимвольную интерфе-
ренцию, которая является не мешающей, как 
принято при традиционном решении задачи 
повышения пропускной способности, а, наобо-
рот, позволяющей получить высокие спек-
тральные и энергетические показатели. При 
решении оптимизационной задачи, например 
по критерию минимизации полосы занимаемых 
частот, ставится условие на ограничение уров-
ня управляемой межсимвольной интерферен-
ции путем выбора формы импульса с учетом 
коэффициента взаимной корреляции между 
данным и соседними сигналами [3–6, 8–11]. 

В статье будет рассмотрен метод повыше-
ния спектральной эффективности системы пе-
редачи сообщений путем применения опти-
мальных спектрально-эффективных сигналов с 
увеличенными размерами сигнального созвез-
дия и проанализированы энергетические затра-
ты при когерентном поэлементном приеме.  

Критерий оптимизации сигналов, опре-
деляющий скорость спада уровня энергети-
ческого спектра вне занимаемой полосы ча-
стот. Оптимизационная задача сводится к вы-
числению формы импульса ( )a t  сигнала ( )s t  
при наличии ограничений на корреляционные 
свойства, энергию сигналов и скорость спада 
энергетического спектра. Скорость спада спек-
тра определяется формой ( )a t  при выполне-
нии условий неразрывности функции ( )a t  на 
интервале ее существования и условий того, 
что производные ( )a t  равны нулю на концах 
данного интервала [12]. Величина занимаемой 
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полосы частот зависит от выбранной (получен-
ной путем оптимизации) длительности 

сТ LT=  (L ∈ ℕ) импульса ( )a t . 
Оптимизационная задача минимизации 

функционала J выглядит следующим образом: 

 

( ){ }
( ) ( ) ( )

с

с

2/2

/2

arg min ,  

1 exp ,
2

a t

T

T

J J

g a t j t dt d
+∞

−∞ −

=

= ω − ω ω
π ∫ ∫

 
(1) 

где ( )g ω  – функция, определяющая форму 
энергетического спектра случайной последова-
тельности сигналов как в области занимаемой 
полосы частот, так и вне ее; ω – круговая ча-
стота. В общем случае форма ( )g ω  может 
быть любой. В настоящей статье примем 
( ) 2 ,ng ω = ω  где 1, 2, 3,n = … – параметр, опре-

деляющий степень подавления внеполосных 
излучений. Такой выбор функции ( )g ω  позво-
ляет получить достаточно большой класс оп-
тимальных функций, удовлетворяющих требу-
емой (заданной) форме энергетического спек-
тра вне занимаемой полосы частот. 

Раскроем квадрат модуля в (1), введя до-
полнительную переменную τ: 

 
( ) ( ) ( )

( )

c c

c c

/2 /2

/2 /2

1 
2

exp .

T T

T T
J g a t a

j t dtd d

+∞

−∞− −
= ω τ ×

π

 × ω − τ τ ω 

∫ ∫ ∫

 (2)

 

Изменим аналитическую запись (2) с целью 
перехода к δ-функции:  

 ( ) ( ) ( )
c c

c c

/2 /2

/2 /2
 , ,

T T

T T
J a t a G t dtd

− −
= τ τ τ∫ ∫  (3) 

где ( ) ,G t τ  – интеграл следующего вида: 

 ( ) ( ) ( )1 , exp .
2

G t g j t d
∞

−∞
 τ = ω ω − τ ω π ∫  (4) 

Учтем, что δ-функция 

 ( ) ( )1 exp .
2

t j t d
∞

−∞
δ = ω ω

π ∫   

Тогда можно записать выражение для 2n-й 
производной δ-функции в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 exp .
2

nn nt j t d
∞

−∞
δ = − ω ω ω

π ∫  (5) 

Подставив ( ) 2ng ω = ω  в (4), с учетом (5) 
получим: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 .n nG t tτ = − δ − τ   

Далее приведено известное фильтрующее 
свойство δ-функции: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 .nn nf x x y dx f y
∞

−∞
δ − = −∫  (6) 

Воспользовавшись (6), преобразуем (3) к 
следующему виду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

c c

c c

c

c

/2 /2
2

/2 /2

/2
2

/2

 

1

1 .

T T
n n

T T

T
n n

T

J

a a t t dt d

a t a t dt

− −

−

=

 
 = − τ δ − τ τ =
 
 

= −

∫ ∫

∫ (7)

 

Процедуру минимизации J в (7) можно вы-
полнить либо аналитическим путем, либо ис-
пользуя численные методы решения функцио-
нальных уравнений. 

Рассмотрим ограничения оптимизационной 
задачи. Выполним нормировку энергии сигнала: 

 ( )
с

с

/2
2

/2
1

T

T
a t dt

−
=∫ .  

Следующим ограничением необходимо 
считать то, что производные ( )a t  равны нулю 
на краях интервала существования функции 
( )a t . Имеем: 

 ( ) ( ) ( )
c /2

0,  1... 1 .k
t T

a t k n
=±

= = −  (8) 

Учитывая (8), можно задать скорость спада 
энергетического спектра последовательности 
оптимальных сигналов вне занимаемой полосы 
частот. 
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Ограничение минимального уровня управ-
ляемой межсимвольной интерференции задает-
ся через коэффициент корреляции 0K  [9, 13]. 
Тогда, например, для сигналов с фазовой ма-
нипуляцией имеем: 

 
( )

( ) ( ) 0
1... 1
max .

LT

n L nT
a t a t nT dt K

= −

  − < 
  
∫  (9) 

Ограничения (8) и (9) существенно услож-
няют аналитическое решение оптимизацион-
ной задачи. Дополнительные трудности возни-
кают при попытках выбора длительности сиг-
налов сТ LT=  (L ∊ ℕ) при больших значениях 
L = 8…16. 

Тогда воспользуемся численным методом 
решения (7), предполагая, что функция ( )a t  – 
четная на интервале [ ]c c2; 2 .T T−  Представим 

эту функцию в виде ограниченного (числом m) 
ряда Фурье: 

 ( )
1

0

1

2cos ,
2

m
k

k

aa t a kt
T

−

=

π = +  
 

∑  (10) 

где ka , ( )  0  1k m= … − – коэффициенты разло-
жения в ряд Фурье. 

Очевидно, что, подставив (10) в (7), полу-
чим: 

( )
( )

( )

с

с

/2 21
0

2с1/2

1
0

с1

21 cos
2

2cos
2

T nmn
k nkT

m
l

l

a dJ a kt
T dt

a a lt dt
T

−

=−

−

=

 π = − + ×  
   

 π × + =  
   

∑∫

∑

 

( ) ( )
c/

c

2 1
0

с1/2
21

с с1

2 1 1 cos
2

2 2cos ,

T mn n
k

kT
nm

l
l

a a kt
T

a l lt dt
T T

−

=−

−

=

 π = − − + ×  
   

π π   ×    
   

∑∫

∑
 

где l ka a=  при l = k. 
Оптимизационный функционал J можно 

записать как сумму двух слагаемых A и B: 

  =  + ,J A B  (11) 

где A, B – значения интегралов следующего 
вида: 

 
c

c

/2 21
0

c c1/2

2 2cos ;
2

T nm
k

kT

aA a k kt dt
T T

−

=−

π π   =    
   

∑∫   

c

c

/2 21 1

c c c1 1/2

2 2 2cos cos .
T nm m

k l
k lT

B a a k kt lt dt
T T T

− −

= =−

π π π     =      
     

∑ ∑∫  

Очевидно, что 0,А =  а функцию В можно 
записать в следующей форме: 

 { }
21 1

c1 1

2 ,
nm m

k l
k l

B a a k С D
T

− −

= =

π = + 
 

∑ ∑  (12) 

где С, D – значения интегралов следующего 
вида: 

 ( )
c

c

/2

c/2

1 2cos ;
2

T

T

tC k l dt
T−

 π
= − 

 
∫   

 ( )
c

c

/2

c/2

1 2cos .
2

T

T

tD k l dt
T−

 π
= + 

 
∫   

Как следует из (12), при любых ,  0k l >  
0.D =  При k l≠  значение 0.С =  Для k l=  

подынтегральное выражение ( )
c

2cos t k l
T

 π
− 

 
 

обращается в единицу, и c 2.C T=  Тогда 

 c

0,  ;

,  .
2

k l
С D T k l

≠
+ = 

=

 (13) 

В итоге с учетом (11)–(13) функционал бу-
дет иметь вид 

 
21 2c

c1

2 .
2

nm
k

k

TJ a k
T

−

=

π =  
 

∑  (14) 

Поиск экстремума функционала (14) вы-
полняется численными методами. В этом слу-
чае происходит переход к задаче поиска 

{ } 1
0 ,m

k ka −
=  которые обеспечивают минимальное 

значение (14). 
Особенности решения оптимизационной 

задачи для квадратурных сигналов с ампли-
тудной модуляцией. Особенность решения 
оптимизационной задачи для квадратурных 
сигналов с амплитудной модуляцией при 

2М >  связана с ограничением (9) на коэффи-
циент корреляции. Прежде всего уточним, что 
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в качестве алгоритма приема обычно использу-
ется алгоритм когерентного поэлементного 
приема сигналов раздельно в каждом квадра-
турном канале демодулятора. При формирова-
нии передаваемой последовательности симво-
лов канального алфавита удобно использовать 
следующую форму записи: 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1 /2 2
1

0
1 /2 2 1

2
0

;

,

N k
T r

k
N k

T r
k

u t t kT d

u t t kT d

−

=
−

+

=

= ψ −

= ψ −

∑

∑
 (15) 

где ( )1u t  и ( )2u t  – последовательность симво-
лов в синфазном и квадратурном канале соот-
ветственно; N – количество символов; ( )T tψ  – 
функция прямоугольного вида, определенная 

на длительности символа; ( )2k
rd  и ( )2 1k

rd +  – 
символы канального алфавита, имеющие чет-
ный и нечетный порядковые номера в общей 
последовательности из N символов и поступа-
ющие в синфазный и квадратурный каналы 
соответственно; r – индекс, определяющий 
значение канального символа. Функция ( )T tψ  
в (15) определяется следующим образом: 

 
[ ]
[ ]

1,  0,  ;
( )

0,  0,  .T
t T

t
t T

 ∈ψ = 
∉

  

При этом последовательность передавае-
мых сигналов с амплитудой 0 ,A несущей ча-
стотой ω0 и формой импульса ( )a t  представ-
ляется в виде суммы двух квадратурных со-
ставляющих ( )I t  и ( )Q t : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0cos sin ,s t I t t Q t t= ω − ω  (16) 

где 

 ( ) ( )
( )1 /2 (2 )0

0
;

2

N k
r

k

AI t a t kT d
−

=
= −∑   

 ( ) ( ) ( )
( )1 /2 2 10

0
.

2

N k
r

k

AQ t a t kT d
−

+

=
= −∑   

Отметим, что в случае модуляции ФМ-2 

символы канального алфавита ( ) 1, .k
rd k= ± ∀  В 

общем случае АФМ при произвольном значе-

нии М без нормировки к максимальному зна-
чению символа для 1r М=   имеем: 

 ( ) 2 1 ; 1 .k
rd r M r M= − − =   (17) 

Для двоичного канального алфавита 
( )2М =  значения символов, очевидно, будут 

равны ( )
1 1;kd = −  ( )

2 1.kd =  При увеличении 

объема алфавита до 4М =  получим ( )
1 3;kd = −  

( )
2 1;kd = −  ( )

3 1;kd =  ( )
4 3.kd =  Будем полагать, 

что появление любых символов канального 
алфавита является равновероятным и незави-
симым. 

При использовании ограничения (9) для 
2М >  и при длительности сигналов cT T>  

требуется учесть амплитуду сигналов, которая 
зависит от значения канальных символов на 

нулевой (0)
rd  и k-й ( )k

rd  позициях в последо-
вательности: 

   
( )

( ) ( )max (0) ( )
0

1... 1
.

LT
k

r r
k L kT

d a t d a t kT dt K
= −

− ≤∫ (18) 

В (18) (0)
rd  и ( )k

rd  могут принимать про-
извольные значения согласно (17). Необхо-
димо ограничить максимальный уровень 
корреляции, который будет достигаться при 
максимальном абсолютном значении символа 

max 1c M= − .Тогда ограничение (9) будет за-
писано в следующей форме: 

  
( )

( ) ( )max max max 0
1... 1

.
LT

k L kT
c a t c a t kT dt K

= −
− ≤∫ (19) 

Это же выражение можно переписать иначе: 

  
( )

( ) ( )
( )

max 0
0 21... 1

,
1

LT

k L kT

Ka t a t kT dt K
M= −

′− ≤ =
−

∫ (20) 

где 0K ′  – нормированный коэффициент корре-
ляции. 

Как видно из (20), имеется зависимость ко-
эффициента взаимной корреляции от объема 
канального алфавита М. Действительно, при 
росте М от значений 2М =  до значений 

32М =  величина требуемого ограничения на 
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коэффициент взаимной корреляции 0K ′  в (20) 
будет уменьшаться почти в 1000 раз. Из-за 
межсимвольной интерференции при длитель-
ности оптимальных сигналов сТ LT= (L ∊ ℕ) 
возможны комбинации символов канального 
алфавита, когда для требуемого значения 0K  
при больших значениях М будет обеспечивать-
ся минимальный уровень межсимвольной ин-
терференции (максимальная помехоустойчи-
вость приема), в то время как при малых М 
уровень интерференции будет достаточно вы-
соким. При попытке обеспечить минимальный 
уровень интерференции для малых М (соответ-
ственно, высокую помехоустойчивость прие-
ма) оказывается невозможным синтез опти-
мального сигнала для больших значений М из-
за неустойчивости численных решений задачи 
минимизации функционала (14). Обойти эти 
трудности можно путем ослабления зависимо-
сти (20) от М. Имеем: 

( )
( ) ( )

( )
max 0

0
1... 1 1

LT

k L kT

Ka t a t kT dt K
M= −

′− ≤ =
−∫ .(21) 

Нетрудно заметить, что ограничение (21) 
можно представить в следующем виде: 

( )
( ) ( )max min max 0

1... 1
,

LT

k L kT
c a t c a t kT dt K

= −
− ≤∫  (22) 

где minc = 1 – значение символа канального 
алфавита с минимальной амплитудой. 

В (22) присутствуют составляющие, опреде-
ляющие максимальное max 1c M= −  и мини-
мальное min 1c =  значения символов канального 
алфавита, вычисленные в соответствии с (17). 
Именно это выражение будет использоваться в 
качестве ограничения при решении оптимизаци-
онной задачи. Заметим, что при поиске оптималь-
ных сигналов с квадратурной фазовой модуляци-
ей при учете независимости построения квадра-
турных каналов формирования сигналов объем 

канального алфавита 2
КАМ .М М=  

Процедура оптимизации для квадратур-
ных сигналов с амплитудной модуляцией. 
Рассмотрим процедуру решения оптимизаци-
онной задачи. При вычислении функционала 

(14) и ограничениях на энергию сигнала, ско-
рость спада уровня внеполосных излучений, 
длительность сигнала, объем канального алфа-
вита, коэффициент взаимной корреляции полу-
чается допустимое множество функции ( )a t .  

Отметим, что в общем случае известны ре-
шения оптимизационной задачи в соответствии 
с критерием максимизации концентрации энер-
гии в полосе частот при наличии ограничений 
на энергию и длительность сигнала [16–19]. 
При принятых ограничениях в [16–19] оптими-
зационная задача является одноэкстремальной. 
При решении оптимизационной задачи (14) в 
соответствии с критерием требуемой скорости 
спада уровня энергетического спектра вне за-
нимаемой полосы частот и введении дополни-
тельного ограничения (9) возможно появление 
условных экстремумов. Чтобы избежать этого, 
в статье рассматриваются области допустимых 
значений ограничений, в которых оптимизаци-
онный функционал имеет лишь глобальный 
оптимум и характер оптимизационного функ-
ционала перестает быть овражным. Благодаря 
этому удается получить единственное опти-
мальное решение. 

Для реализации численного метода реше-
ния оптимизационной задачи используется 
функция fmincon, имеющаяся в среде MatLab. 

Структура задачи оптимизации имеет по-
шаговый вид, и задача решается последова-
тельно для каждого из параметров ограничения 
(рис. 1, а). Решение начинается из точки, обо-
значенной жирным черным цветом на плоско-

сти ( )( )2 1
с ;  1 .nТ +ω  Эта точка соответствует 

сигналам длительностью c ,T T=  которые име-
ют скорость спада уровня энергетического 

спектра не хуже, чем 1)2(1 n+ω  и значение 

0 0.K =  Заметим, что в этой точке межсим-
вольная интерференция отсутствует, но введе-
но ограничение на скорость спада уровня вне-
полосных излучений. 

Первый шаг. Определяется вид функции 
( )a t  длительностью, например, c 8 ,T T=  с вве-

дением межсимвольной интерференции при 
значении коэффициента взаимной корреляции 

0 0.5.K =  Основная задача этого шага – опре-
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деление направления уменьшения значения 
функционала (14) при заданном числе m коэф-
фициентов ряда Фурье. Движение к результи-
рующему виду функции ( )a t  (переход к новой 
точке на рис. 1) идет в полученном на первом 
шаге направлении. Для движения используется 
метод градиентного спуска. В процессе ис-
пользования этого численного метода оценива-
ется достижение требуемой точности и выпол-
нение условия получения экстремума функции 
(14). Параметры функции ( )a t  требуемой дли-
тельности используются как начальное при-
ближение для выполнения следующего шага. 
На рис. 1, б приведен пример трехмерной  
поверхности оптимизационного функционала  
J (14) в зависимости от вариации коэффициен-
тов разложения 4 5, .a a  По осям отложены 
единицы приращений 4a∆  и 5a∆  коэффициен-
тов 4a  и 5a  ряда Фурье (10). Видно, что  
имеется лишь глобальный экстремум. Анало-
гично можно построить трехмерные поверхно-
сти функционала и для других значений  
коэффициентов разложения в ряд Фурье. По-
добные формы трехмерных поверхностей 
(рис.  1, б) получаются и при других ограниче-
ниях оптимизационной задачи, решения кото-
рой, например, рассмотрены в [20]. 

Второй шаг. На этом шаге выполняется ре-
ализация ограничения на скорость спада уров-
ня внеполосных излучений (например, доведя 
это ограничение до величины, пропорциональ-

ной значению 61 ω ). После выполнения этого 
ограничения осуществляется уменьшение ко-
эффициента взаимной корреляции для случая 
двоичного канального алфавита (М = 2). При 
условии использования алгоритма поэлемент-
ного когерентного приема и требуемых энерге-
тических потерь не более, например, 0.2 дБ при 
вероятности ошибок не хуже 0.001 значение 
коэффициента корреляции 0K  должно быть 
равно 0.01 (рис. 1). 

Третий шаг. При выполнении этого шага в 
качестве начального приближения учитывается 
решение, полученное на втором шаге. Задачей 
этого шага является выполнение ограничения 
на заданный коэффициент корреляции при 
увеличенном объеме канального алфавита (M = 
= 4, …, M = 64) в соответствии с (19) либо (22). 

Процедура оптимизации может быть пред-
ставлена в виде блок-схемы на рис. 2. Миними-
зация функционала (14) осуществляется путем 
выбора m коэффициентов разложения в конеч-

ный ряд Фурье { } 1
0 ,m

k ka −
=  по которым может 

быть построена четная функция ( )a t . 

 

Рис. 1. Структура решения оптимизационной задачи (а) и пример трехмерной поверхности функционала J (б) 
Fig. 1. Solution of the optimization problem (a) and an example of three-dimensional surface of the functional J (б) 
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В табл. 1 в качестве примера приведены ко-
эффициенты разложения для ( )a t  длительно-
стью c 8 ,T T=  вычисленные с учетом ограни-
чения (19) для различных значений объема ка-
нального алфавита М. В табл. 2 представлены 
значения коэффициентов разложения для ( )a t  
длительностью c 8 ,T T=  вычисленные с уче-
том ограничения (22). Как видно из этих таб-
лиц, количество коэффициентов разложения не 
превосходит 7, причем последние значения ко-
эффициентов разложения (с номером k = 7) 
оказываются достаточно малыми величинами. 

При квадратурной АФМ происходит неза-
висимое формирование двух ортогональных 
компонент: синфазной ( )I t  и квадратурной 
( )Q t . Тогда передаваемый полезный сигнал на 

несущей частоте 0ω  имеет вид (16). 
На рис. 3 представлены примеры квадратур-

ных сигналов с модуляцией КАМ-16. На рис. 3, а 
приведен пример квадратного расположения то-
чек сигнального созвездия для сигналов с прямо-
угольной формой импульса. Рядом с каждой точ-
кой обозначена комбинация символов канального 
алфавита, которой она соответствует. 

 

Рис. 2. Блок-схема процедуры оптимизации 
Fig. 2. Flowchart of optimization procedure 
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Табл. 1. Коэффициенты разложения ka  ( )0 1k m= … −  при c 08 ,  2,  0.1T T n K= = =  

Tab. 1. Expansion coefficients ka  ( )0 1k m= … −  for c 08 ,  2,  0.1T T n K= = =  

k ka  
M = 4 M = 8 M = 16 M = 32 

0 0.2503 0.2498 0.2497 0.2500 
1 0.2525 0.2507 0.2501 0.2498 
2 0.2498 0.2493 0.2500 0.2498 
3 0.2519 0.2480 0.2432 0.2426 
4 0.1685 0.1756 0.1767 0.1768 
5 0.0230 0.0338 0.0587 0.0606 
6 –0.0107 –0.0173 0.0004 –0.0097 
7 0.0053 – – –0.0111 

Табл. 2. Коэффициенты разложения ka  ( )0 1k m= … −  при c 08 ,  2,  0.01T T n K= = =  

Tab. 2. Expansion coefficients ka  ( )0 1k m= … −  for c 08 ,  2,  0.01T T n K= = =  

k 
ak 

M = 4 M = 8 M = 16 M = 32 M = 64 M = 128 M = 256 
0 0.2499 0.2498 0.2496 0.2500 0.2499 0.2499 0.2500 
1 0.2510 0.2506 0.2501 0.2500 0.2499 0.2499 0.2497 
2 0.2494 0.2493 0.2499 0.2498 0.2499 0.2500 0.2498 
3 0.2486 0.2478 0.2451 0.2418 0.2423 0.2415 0.2424 
4 0.1746 0.1761 0.1767 0.1768 0.1767 0.1768 0.1768 
5 0.0327 0.0342 0.0508 0.0641 0.0612 0.0646 0.0613 
6 –0.0166 –0.0176 –0.0055 0.0043 –0.0074 –0.0050 –0.0105 
7 – – – – –0.0093 –0.0094 –0.0123 

 

Рис. 3. Сигнальные созвездия КАМ-16 для разных типов импульсов: a  – прямоугольный импульс, с ;T T=  б – RRC, c 8 ,T T=  

α = 0.2; в – оптимальный импульс, c 8 ,T T=  0 0.1,K =  4;M =  г – оптимальный импульс, c 8 ,T T= 0 0.01,K = 4M =  

Fig. 3. Constellation plots QAM-16 for different pulse shapes: a  – rectangular, с ;T T=  б – RRC, c 8 ,T T=  α = 0.2;  

в – optimal, c 8 ,T T=  0 0.1,K =  4;M =  г – optimal, c 8 ,T T= 0 0.01,K = 4M =  
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На рис. 3, б приведен пример расположения 
сигнальных точек для сигналов, сформирован-
ных на основе RRC-импульсов с коэффициен-
том скругления, равным 0.2. На рис. 3, в приве-
дены сигнальные созвездия для оптимальной 
формы импульса при выборе ограничения на 
коэффициент корреляции 0 0.1,K =  на рис. 3, г – 
для 0 0.01K =  при размере созвездия М = 4. 
Видно, что при выборе 0 0.01K =  помехо-
устойчивость приема сообщений должна обес-
печиваться на уровне потенциальной помехо-
устойчивости приема сигналов с прямоуголь-
ной формой импульса. 

На рис. 4 в качестве примера приведены 
формы вещественной ( )I t  (а) и мнимой ( )Q t  
(б) частей комплексной огибающей последова-
тельности оптимальных сигналов, представ-
ленных в табл. 2 для c 8 ,T T=  M = 4 и 0 0.01K =  
при использовании модуляции КАМ-16. Для 
большей наглядности показаны формы функ-
ции ( ) ,a t  соответствующие вещественной и 
мнимой частям передаваемых модуляционных 
символов. На рис. 4, в приведен сигнал ( )s t  на 
несущей частоте (16). 

Видно, что случайная последовательность 
оптимальных сигналов с квадратурной ампли-
тудной модуляцией и существенной управляе-
мой межсимвольной интерференцией (напом-
ним, что длительность полезного сигнала пре-
восходит символьный интервал передачи Т в 
8 раз) имеют высокое значение пик-фактора 
излучаемых колебаний. 

Результаты моделирования. Прежде всего 
с помощью имитационного моделирования в 

среде MatLab оценим помехоустойчивость при-
ема оптимальных сигналов (рис. 5). На рис. 5 
блок-схема имитационного моделирования 
условно разделена на две части. С левой сторо-
ны блок-схемы показана передающая часть мо-
дели, а с правой – приемная часть. В передаю-
щей части модели осуществляется формирова-
ние случайной последовательности информа-
ционных битов в количестве 106 символов, ко-
торые преобразуются в модуляционные симво-
лы с учетом кода Грея при объеме канального 
алфавита МКАМ. В этой же части модели при 
выполнении процедуры модуляции сигналов 
(блок "Модуляция" на рис. 5) происходит фор-
мирование оптимальной формы импульса с 

учетом коэффициентов разложения { } 1
0 .m

k ka −
=  

При этом задаются объем канального алфавита 
M и длительность с.Т  В этом блоке преду-
смотрен анализ характеристик (скорость спада 
уровня внеполосных излучений; полоса зани-
маемых частот) энергетического спектра опти-

мальных сигналов ( ) 2 .S f  
В качестве канала передачи используется 

канал с аддитивным белым гауссовским шу-
мом (канал АБГШ) и с прямоугольной формой 
амплитудно-частотной характеристики и спек-
тральной плотностью мощности канального 
шума 0 2.N  На вход этого блока (рис. 5) вво-
дятся значения отношений б 0Е N  энергии 
бита бЕ  к спектральной плотности 0 2.N  

В правой части блок-схемы (приемная 
часть) реализуется алгоритм оптимального ко-
герентного приема, где в качестве опорных 

 

Рис. 4. Формы вещественной (а) и мнимой (б) частей комплексной огибающей случайной последовательности 
оптимальных сигналов; вид сигнала на несущей частоте (в) 

Fig. 4. Real (a) and imaginary part (б) of complex envelope of random sequence of optimal signals; bandpass signal (в) 
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сигналов используются оптимальные сигналы. 
На входе такого демодулятора присутствует 
случайный процесс ( ) ( ) ( ) ,l ly t s t awgn t= + со-
стоящий из полезного сигнала, соответствую-
щего передаваемому символу канального ал-

фавита ( ) ,k
ld и реализации аддитивного ка-

нального шума ( ).awgn t  Погрешности, свя-
занные с проблемами фазовой и тактовой син-
хронизации, при имитационном моделирова-
нии не учитываются. 

При реализованных в модели длительностях 

с 8Т Т=  возникает межсимвольная интерферен-
ция. Чтобы повысить помехоустойчивость при-
ема, используется корреляционный алгоритм 

следующего вида. Принимается символ ( )ˆ ,kd  
если минимизируется значение интеграла: 

 ( ) ( )
2( ) ( )ˆ arg min .

kT LT
k k

r l
r kT

d d a t kT y t dt
+   = − −  

  
∫   

При реализации этого правила приема в 
процессе демодуляции происходит перебор 
возможных опорных сигналов для всех значе-

ний ( )ˆ ,kd  1 .r M= …  В результате расчета ев-

клидова расстояния между ( )ly t  и ( )ls t  на 
интервале длительности полезного сигнала вы-
носится решение в пользу того символа, кото-
рый обеспечивает минимальное значение ев-
клидова расстояния. 

На рис. 6 приведены зависимости вероят-
ности ошибок от отношения сигнал/шум. В 
качестве оптимальных форм импульсов приме-
нялись те, которые были получены при исполь-
зовании ограничения 0 0.01K =  (22) при 

КАМ .M M=  
Из анализа этих зависимостей следует, что, 

во-первых, помехоустойчивость приема опти-
мальных сигналов с увеличенным объемом 
сигнального созвездия практически совпадает с 
потенциальной (теоретической) помехоустой-
чивостью приема сигналов с прямоугольной 
формой импульса без межсимвольной интер-
ференции (на рис. 6 кривые, обозначенные 
сплошной линией); во-вторых, при использо-
вании RRC-импульсов (на рис. 6 обозначены 
точками), которые традиционно обеспечивают 
высокую спектральную эффективность систе-
мы передачи сообщений, оказывается, что при 

 

Рис. 5. Блок-схема имитационного моделирования для анализа помехоустойчивости приема 
Fig. 5. Flowchart of simulation modeling for BER performance estimation 
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объеме алфавита 1024 прием таких сигналов 
приводит к большим энергетическим потерям 
(рис. 6, б); в-третьих, энергетические выигры-
ши при использовании оптимальных сигналов 
по сравнению со случаем применения RRC-
импульсов при уменьшении вероятности 

ошибки от 310−  до 510−  увеличиваются вдвое. 
Спектральная и энергетическая эффек-

тивность. Оценим спектральную и энергети-
ческую эффективность применения оптималь-
ных квадратурных сигналов с амплитудной 
модуляцией с увеличенным размером сигналь-
ного созвездия. Граница Шеннона, характери-
зующая предельные значения спектральной 
эффективности R F∆  (R – символьная ско-
рость; F∆  − полоса занимаемых частот) и 
энергетической эффективности б 0 ,E N  рас-
считывается по формуле [15] 

( )б

0

1 2 1 .R FE
N R F

∆= −
∆

 

При скорости передачи символов канального 
алфавита R, равной пропускной способности ка-
нала передачи, зависимость определяет границу 
Шеннона. Полоса частот ∆F может быть опреде-
лена либо по 99 % концентрации энергии, либо 

по уровню энергетического спектра, например 
−30 дБ ( )30 дБF−∆  или −60 дБ ( )60 дБ .F−∆  

Интересно обратить внимание на то, что от 
определений полосы ∆F занимаемых частот су-
щественно зависят и количественные результаты 
оценки спектральной эффективности. Это иллю-
стрируется графиками (рис. 7). На рис. 7 приве-
дены зависимости спектральной эффективности 
для определения полосы частот по уровню 
−30 дБ энергетического спектра (а), −60 дБ (б) и 
по критерию концентрации 99 % энергии сигнала 
(в). Анализируя представленные зависимости, 
можно видеть, что при 30 дБF−∆  оптимальные 
сигналы проигрывают сигналам с RRC-
импульсами при КАМ 64М ≤  до 20 %. С увели-
чением объема канального алфавита при 

КАМ 256М =  появляется выигрыш более 35 %. 
При использовании полосы 60 дБF−∆  оптималь-
ные сигналы существенно выигрывают у сигна-
лов на основе RRC-импульсов, особенно при 

КАМ 256.М =  При использовании определения 
полосы частот по критерию 99 % концентрации 
энергии можно видеть максимальное приближе-
ние к границе Шеннона. При спектральной эф-
фективности ( )99 % 7 бит/с /ГцR F∆ =  энергети-

ческая эффективность оптимальных сигналов 
оказывается примерно на 5 дБ выше, чем у сиг-

 

Рис. 6. Помехоустойчивость приема при использовании сигналов с оптимальными формами импульсов, 
полученными с учетом ограничения (22) при 0  0.01:K =  а − КАММ = 16, 64, 256; б – КАММ = 1024 

Fig. 6. BER performance of signals with optimal pulse shapes obtained with constraint (21) for 0  0.01:K =   

а − КАММ = 16, 64, 256; б – КАММ = 1024 
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налов на основе RRC-импульсов с коэффициен-
том скругления 0.2.α =  

Рассмотрим ситуацию с увеличением коэф-
фициента скругления RRC-импульсов до значения 

0.35,α =  обеспечивающего более высокую энер-
гетическую эффективность сигналов на основе 
этих импульсов. Однако и в этом случае примене-
ние оптимальных сигналов позволяет получить 
определенные выигрыши при увеличенных раз-
мерах сигнального созвездия. На рис. 8 приведены 

сравнительные кривые спектральной и энергети-
ческой эффективности для 0.35.α =  

Представленные на рис. 8 зависимости ана-
логичны зависимостям на рис. 7. Как видно из 
сравнения значений спектральной эффективно-
сти оптимальных сигналов и сигналов на осно-
ве RRC-импульсов, тенденция роста выигрыша 
оптимальных сигналов увеличивается с ростом 
объема канального алфавита. 

Заключение. Увеличение спектральной 

 

Рис. 8. Сравнение спектральной и энергетической эффективности оптимальных сигналов при 0 0.01K =   
и сигналов с RRC при α = 0.35 на уровне вероятности ошибки 10−3 при определении полосы занимаемых частот  

по уровню −30 дБ (а); −60 дБ (б); 99 % мощности сигнала (в) 
Fig. 8. Comparison of spectral vs. energy efficiency of optimal signals with 0 0.01K =  and signals with RRC (α = 0.35) at BER = 10−3 

for occupied frequency bandwidth determined by −30 dB (а); −60 dB (б); 99 % of signal power (в) 
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Рис. 7. Сравнение спектральной и энергетической эффективности оптимальных сигналов при 0 0.01K =   
и сигналов с RRC при α = 0.2 на уровне вероятности ошибки 10−3  

при определении полосы занимаемых частот по уровню −30 дБ (а); −60 дБ (б); 99 % мощности сигнала (в) 
Fig. 7. Comparison of spectral vs. energy efficiency of optimal signals with 0 0.01K =  and signals with RRC (α = 0.2) at BER=10−3 

for occupied frequency bandwidth determined by −30 dB (а); −60 dB (б); 99 % of signal power (в) 
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эффективности квадратурных сигналов с ам-
плитудной модуляцией с увеличенными разме-
рами сигнального созвездия возможно путем 
применения оптимальных сигналов. При этом 
обеспечиваются минимальные энергетические 
потери и заданная скорость уровня энергетиче-
ского спектра вне занимаемой полосы частот. 
Показано, что при анализе спектральной эф-
фективности системы передачи сообщений 
наиболее адекватное сравнение с границей 
Шеннона обеспечивается при использовании 

определения полосы занимаемых частот по 
критерию содержания 99 % мощности сигнала. 
Показано, что оптимальные сигналы, синтези-
рованные в соответствии с критерием обеспе-
чения заданной скорости спада уровня внепо-
лосных излучений, позволяют получить энер-
гетический выигрыш как минимум 4.9 дБ по 
сравнению с сигналами на основе RRC-
импульсов с коэффициентом скругления 

0.2α = при спектральной эффективности 
больше либо равной 7 (бит/с)/Гц. 
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