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К разработке новых методов аналитической оценки 
устойчивости автоколебаний в релейных цепях 

Аннотация. Статья посвящена развитию метода исследования устойчивости автоколебаний, описан-
ных аналитически. Рассмотрен случай, когда линейная часть системы содержит передаточную функцию, 
имеющую нулевой полюс. Исследование передаточной функции, степень числителя которой на два порядка 
меньше степени знаменателя, обычно не представляет трудности. Авторами ранее исследованы более 
сложные передаточные функции в виде идеального интегратора и апериодического звена, а также случай, 
когда степени числителя и знаменателя передаточной функции одинаковы. Однако наличие нулевого полю-
са является особым случаем, подлежащим исследованию. 

Дана сравнительная оценка результатов аналитического расчета автоколебаний и анализа устойчиво-
сти методами, разработанными для симметричных автоколебаний с повторениями через полпериода и 
несимметричных с повторениями через период. 

Разработанный метод является существенно новым научным шагом в разработке методов расчета 
нелинейных систем. Он позволяет оценивать важную для прецизионных систем точность приближенных 
методов расчета. Метод относительно прост в реализации; позволяет получить решение, в том числе и 
в случаях, до сих пор не поддававшихся анализу приближенными методами, когда импульсная характери-
стика является разрывной функцией и даже содержит функцию Дирака. 
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Development of New Methods for Analytical Estimation of Self-Oscillation Stability in Relay 
Circuits 

Abstract. This article is devoted to the development of analytically described self-oscillation stability research tech-
nique. The case when the linear part of the system contains transfer function with a zero pole is considered. Typically the 
transfer function study, where the numerator degree is two orders of magnitude less than the denominator degree is cre-
ates no problems. However, the presence of a zero pole makes the case special and requires investigation. 
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A comparative evaluation of the results of self-oscillation analytical calculation and stability analysis is given, by means of 
technique developed for symmetric self-oscillations with half-period repetitions and asymmetric ones with period repetitions. 

The presented technique is a significantly new scientific step in the development of methods for calculating non-linear 
systems. It also allows us to evaluate the accuracy of approximate calculation methods, which is important for precision 
systems. The technique is relatively easy to implement. It allows to find a solution as well as for the cases having been 
unanalyzable so far. 
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Введение. Релейные автоколебательные си-
стемы получили широкое распространение в раз-
личных областях техники (в частности, измери-
тельной, приборостроительной, навигационной) 
из-за высокого быстродействия, простоты и отно-
сительной дешевизны реализации. В то же время 
они являются типичными представителями нели-
нейных систем, которые до сих пор рассчитыва-
лись в основном приближенными методами [1], в 
частности методом гармонической линеаризации 
и аналитически-численным методом [2]. Некото-
рые приближенные методы не позволяют проана-
лизировать автоколебания [3], например в случае 
линейной части в виде идеального интегратора 
или фильтра нижних частот первого порядка и в 
теоретически важных случаях, когда степени 
числителя и знаменателя передаточной функции 
линейной части одинаковы [4]. 

Постановка задачи. Авторами [4], [5] пред-
ложен простой метод анализа устойчивости сим-
метричных автоколебаний в релейных цепях, бази-
рующийся на применении теории дискретных це-
пей. Метод был разработан вначале для случая пе-
редаточной функции линейной части релейной цепи 
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когда 2,n m   т. е. в (1) степень полинома зна-

менателя  D s  минимум на 2 больше степени 

полинома числителя  B s  (s – аргумент преобра-
зования Лапласа; k – постоянный коэффициент). 
В последующих работах авторов это ограничение 
было устранено [6]. 

В настоящей статье указанный метод распро-
странен на случай несимметричных автоколеба-
ний в релейной цепи [7], [8]. 

Справедливость принятых решений может 
быть проверена их применением в условиях, для 
которых имеются решения, полученные ранее 
известными методами [9]. Поскольку симметрич-
ные автоколебания являются частным случаем 
несимметричных, в настоящей статье расчеты 

новым методом проведены для симметричных 
автоколебаний и проведено сравнение получен-
ных результатов с данными известного метода, 
описанного в [4], [5]. 

Исходные данные. В качестве примера рас-
смотрим релейную цепь с релейным элементом, 
имеющим симметричную нормированную петлю 
гистерезиса: 

      sgn sgny t c x t d x t    , (2) 

где  ,y t   x t  – выходная и входная переменные 

релейного элемента соответственно; c, d – высота 
и полуширина петли гистерезиса соответственно 
(в дальнейшем петля гистерезиса предполагается 
нормированной, т. е. 1 ;c d   

 
1, 0;

sgn 0,  0;
1,  0

     
  

 

– переключательная функция идеального релей-

ного элемента;  x t  – скорость изменения вход-
ной переменной в момент, непосредственно 
предшествующий моменту t переключения ре-
лейного элемента. 

Отрицательная обратная связь линейной ча-
сти в релейной цепи описывается передаточной 
функцией вида (1): 
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 (3) 

Таким образом, (3) описывает обычно имею-
щийся в релейной цепи интегратор и фильтр 
нижних частот с нормированными к единице пе-
редаточной функцией и постоянной времени. 

В результате единственным изменяющимся 
обобщенным параметром в такой нормированной 
релейной цепи (3) является статический коэффи-
циент k , что очень удобно для понимания прово-
димого исследования. 

В качестве критерия устойчивости автоколе-
баний в релейной цепи аналогично [5], [10] вы-
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бран критерий устойчивости по Ляпунову, опре-
деляемый уравнением 

      ξ ξ0 ,x x t     t  , (4) 

где ξx x x    – приращение входного сигнала ли-

нейной части системы x, вызванное внесением 
бесконечно малого возмущения ,x  возникшей 

вследствие некоторой причины; α, β – бесконечно 
малые. Уравнение (4) описывает свойство устойчи-
вой системы: если в системе возникает (бесконечно) 

малое возмущение  0 ,x    то по истечении не-

которого, вообще говоря неопределенного, проме-

жутка времени  t   оно не будет превосходить 

(бесконечно) малой величины β, зависящей от α. 
Основная идея. Анализ установившихся ав-

токолебаний в симметричных релейных цепях 
[4], [5] базируется на описании симметричных 
автоколебаний в форме 

    ;x t x t        ,y t y t     (5) 

где 2T   – полупериод автоколебаний. 

Таким образом, автоколебания считаются ус-
тойчивыми, если за время полупериода τ измене-

ния их амплитуды  x t  отвечают критерию 

устойчивости по Ляпунову (4), и неустойчивы-
ми – в обратном случае1. 

В случае простых несимметричных автоколеба-
ний их описание [7], [8] в сравнении с (5) изменится: 

   ;x t x t T      ,y t y t T   

т. е. здесь не предполагается симметрия на полу-

периоде 2,T  как это было в (5). Тогда очевидно 

считать устойчивыми автоколебания, если за пе-
риод T изменения амплитуды автоколебаний 

 x t  отвечают критерию устойчивости по Ля-

пунову (4), иначе – неустойчивыми. 
Расчет автоколебания в исходной цепи. Ис-

пользуем аналитическую методику, описанную в 
[4], [5]. 

Допустим, что переключение релейного эле-
мента произошло в момент времени 0.t   Тогда 
образ по Лапласу первого полупериода автоколеба-
ний на выходе релейного элемента описывается как 

   1
1

1 ,sY s e
s

    0 .t    

                                                        
1 В настоящей статье рассматриваются простые автоколебания, 
когда внутри полупериода нет переключений релейного элемента. 

Полное описание образа сигнала на выходе 
релейного элемента (по формуле геометрической 
прогрессии): 
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Тогда образ сигнала на выходе линейной части: 
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где 

  1 2
св 1

A A
X s

s s
 


 

– изображение свободной составляющей решения 

( 1,A 2A  – коэффициенты); 

   1
вын τ1 s

X s
X s

e



 

– изображение вынужденной составляющей реше-
ния, записанное аналогично (6) в виде суммы убы-

вающей геометрической прогрессии (  1X s  – изо-

бражение искомого первого после произвольно 
выбранного нулевого момента времени полупе-
риода автоколебаний на выходе линейной части). 

Определим коэффициенты свободной состав-
ляющей: 
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Из (7)–(9) найдем описание полупериода 
установившихся автоколебаний в интервале 
0 :t    
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где 0,B  1,B  2B  – коэффициенты разложения на 

простые составляющие изображения по Лапласу 
переходной характеристики (первого слагаемого). 
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Возвратившись к оригиналу сигнала, получим: 

 
     1 1 св

21 2 ,t t

x t h t x t

k t e k A e 
  

             
 

(10)
 

где 

          1 1 11 th t k t e t H s s H s        (11) 

– переходная характеристика линейной части для 
0t   (  1 t  – единичная ступенчатая функция [11]). 

 Переходной характеристике (11) соответствует 
импульсная характеристика линейной части 

       1 11 .th t h t k e t H s         

Для последующих расчетов необходимо знать 

скорость изменения  0 0x x    в момент, предше-

ствующий первому после условного начального мо-
мента времени переключению релейного элемента. 

При 2m n   из (1) и (3) следует, что сигнал 
на входе релейного элемента и производная этого 
сигнала непрерывны: 

   0 0 ;x x      0 0 0 .x x x      

Требование 2m n   является ограничением 
рассматриваемого метода. 

Из (10) найдем 

     1 21 .t tx t x t k e A e        

Следовательно, скорость изменения  x t  в 
момент переключения 0t   составляет 

        0 1 1 20 0 1 1 ,x x x A k e e             (12) 

т. е. 0x  зависит от длительности полупериода 

автоколебаний τ. 
Для определения τ учтем, что в момент услов-

ного первого переключения при 0t   согласно (2) 

имеем  0 1.x d   Тогда на основании (10): 

  1 2
1

0 1,
2 2 1

k k e
x A k

e




  

    


 (13) 

т.  е. согласно (13) необходимо решить уравнение 

   τ τ2 1 1 1 0.e e k       

На основе этого уравнения легко решается 
обратная задача: определение k по заданному τ. 
Например, задавшись 2,   получим: 

2

2
1 1 1 7 1

1 1 ,
1 7 41

e

k e

 
    


 т. е. 4k  . 

Оценка устойчивости автоколебаний методом 
анализа их полупериода. Пусть входная перемен-
ная релейной части является "исчезающе малым" 
по площади воздействием [10] вида δ-функции: 

    0 ,x t t t      0.t   (14) 

В результате этого воздействия происходит 
преждевременное на 0t   срабатывание релей-
ного элемента. Возмущенный сигнал ( )y t  будет 

опережать сигнал    y t Y s  (6) на выходе релей-

ного элемента на t  [12]. Вариация этого сигнала 
     ξy t y t y t   будет представлять собой корот-

кие знакочередующиеся прямоугольные импульсы, 
которые приближенно можно описать δ-функциями 
[11], действующими в моменты τ:t n  

      ξ 0
0

τ 1 2 δ τ ,n
n

n

y n t n



    (15) 

где коэффициент "2" обусловлен переключением 
релейного элемента с уровня "–1" к уровню "+1" 

[13]. Замена имевшейся в (14) δ-функции  δ t  на 

дискретную δ-функцию  0δ n  в (15) не искажа-

ет картину реакции релейной цепи на возмуща-
ющее воздействие. 

При 1n   величина смещения импульса nt  за-

висит от вариации  τx n  в моменты переключения: 

  ξ 0τ .nt x n x    (16) 

Здесь скорость изменения входного сигнала ре-

лейного элемента 0x  в моменты переключения 

предполагается неизменной, что является допу-
щением представленного метода. Такой подход 
учитывает только первые члены разложения пе-
ременных в ряд Тейлора [14]. 

С учетом (14)–(16) перейдем к описанию ис-
следуемых процессов эквивалентными уравнени-
ями дискретной цепи: 

 
   

     

1
ξ 0 ξ 0

ξ ξ

2 β ;

.

Y z X z x

X z H z Y z

    



  (17) 

Уравнения (17) являются z-преобразованием 
[11] уравнений (15) и (3) для дискретных момен-
тов времени τ.t n  Знакопеременный множитель 

 1 n  из  (15) учтен в (17) как знак ξx  (16). 

Из (17) следует, что передаточная функция дис-
кретной цепи может быть получена по передаточной 
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функции исходной аналоговой релейной цепи мето-
дом соответствия их импульсных характеристик: 

       ,H z h nT h t   τ.t n  (18) 

Таким образом, сугубо нелинейная релейная 
цепь при анализе устойчивости автоколебаний 
описывается системой линейных уравнений (17), 
(18), решение которых очевидно. 

Преобразуем (17): 

       1
ξ 0 ξ 0β 2X z H z X z x       (19) 

и по (19) найдем передаточную функцию замкну-
той дискретной цепи  з :H z  

 
 

 
 

 

1
ξ 0

з 1
0 0

2
.

β 1 2

X z x H z
H z

x H z




 






 (20) 

Знаменатель передаточной функции (20) 
определяет характеристический полином дис-
кретной цепи [11]: 

    0 2 0.P z x H z    (21) 

В предположении некратных корней iz  полинома 

 P z  получим при разложении (20) согласно [11]: 

      ξ 0 ξ 1β τ δ τ ,ni
i i

i

D z
X z x n D z n

z z
  

   (22) 

где iD  – коэффициенты разложения (20) на про-

стые дроби. 
Решение (22) устойчиво, если модули корней 

характеристического полинома 

 1.iz   (23) 

В [5] показано, что для соответствия решения 
повторяющимся автоколебаниям в релейной цепи 
через половину периода один из корней в (21)–
(23) должен быть равен –1. 

Рассматриваемая дискретная цепь согласно 
(10), (18) имеет импульсную характеристику: 

 
     

     

τ
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1

τ 1 δ τ

1 δ τ ,
1

n

n

h n k e n
kz kz

k a n H z
z z a

   


     
 

 
(24)

 

где τ .a e  
Решив (21) с учетом (24) и (12), получим ха-

рактеристический полином: 

  
 
 

τ

ττ

1
0.

12 1

k e kz kz
P z

z z ee 
 

   
 

 (25) 

Введя в это решение обозначения τ ;e a   
τ 1 ,e a  после преобразования (25) получим ха-

рактеристический полином вида 

    2 1 1 0,z z a a z a z        

имеющий корни τ
1 ;z a e     2 1.z    

Корни полинома отвечают условию (23), при-

чем имеется корень 2 1,z    отвечающий указан-

ному ранее условию существования в дискретной 
цепи устойчивых автоколебаний. 

Оценка устойчивости автоколебаний мето-
дом анализа через период. Как указано ранее, 
при анализе устойчивости несимметричных авто-
колебаний рассматривается изменение выходного 
сигнала релейной цепи через период T. Поэтому 
при сохранении последовательности анализа из 
предыдущего раздела необходима определенная 
их корректировка [7], [8]. 

Реакция системы несимметричных автоколеба-
ний на исчезающе малое воздействие в виде вариа-
ции выходного сигнала релейного элемента при 

временно́м смещении  ξ 0nt x nT x    в отличие 

от (15) записывается в виде 

   ξ 0
0

2 δ .n
n

y nT t nT



   

Первое уравнение в (17) практически не из-
меняется: 

    1
ξ 0 ξ 0β 2 ,Y z X z x       

однако во втором уравнении необходимо учесть, что 
выходной сигнал релейного элемента формируется 
как от положительных, так и от отрицательных им-
пульсов вариации с выхода релейного элемента. 

Опишем эквивалентную импульсную характе-
ристику линейной части в дискретной цепи (для 
вариаций) в случае несимметричных автоколеба-
ний разностью двух разнополярных импульсных 
характеристик [12], смещенных на τ – момент об-
ратного переключения релейного элемента: 

 

      
   

   

ξ

1
τ

1

τ

1 δ

1 δ τ .

t nT
nT

nT

h nT h t h t

k e nT

k e nT




 

   

   
    

 

(26)

 

С учетом того что τ,T   для моментов 

nT T  (26) можно преобразовать к виду 

 
     

   
ξ 1

τ
1

1 δ

1 δ .

nT

T nT T

h nT k e nT

k e e e nT T



  

   

    
 

(27)
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Аналогично предыдущему разделу для оцен-
ки метода введем вспомогательные обозначения 
(для 2τ :T   

  

τ 2τ 2

τ
τ 2

0 τ

;  ;

1 1
1 ; 1 ;  .

11

T

T

e a e e a b

e a
e a e a x k k

ae

     

 
     




 (28) 

С учетом введенных обозначений запишем им-
пульсную характеристику дискретной цепи (27): 

     
   

ξ 1

1
1

1 δ

1 δ .

n

n

h nT k b nT

k ab nT T

   

    
 

Тогда передаточная функция эквивалентной 
дискретной цепи согласно [11]: 

 ДЦ
1

,
1 1

z z a
H z k k

z z b z z b
          

      
 

при начальном значении импульсной характери-

стики    ДЦ ДЦ0 0.
z

h H z


   

Согласно (21) и с учетом обозначений (28) ха-
рактеристический полином замкнутой дискрет-
ной цепи при анализе устойчивости имеет вид 

   

     

0
ДЦ

1

2 2 1

0.
1 1

x k a
P z H z

a
z bz z b az a

k k
z z b z z b

 
   


    

  
   



 

После преобразований имеем  

  21 2 0,z z a a     

откуда получаем корни характеристического по-
линома: 

1 1;z   

 2 2
2 2 2 2 .z a a e e e e              

При 2   получаем 2 1.z   Поскольку 

устойчивые автоколебания в релейной цепи по-
вторяются через период,  получение корня харак-

теристического полинома 1 1z   (соответствую-

щего таким колебаниям) является обязательным 
критерием проверки результатов анализа. 

Заключение. В статье представлен новый метод, 
позволяющий анализировать устойчивость несим-
метричных автоколебаний при анализе вариаций с 
интервалом, равным периоду. Представленный метод 
обладает большими возможностями, поскольку ра-
нее разработанный метод анализа вариаций с интер-
валом в половину периода пригоден только для ана-
лиза устойчивости симметричных автоколебаний. 

При анализе устойчивости симметричных авто-
колебаний разработанным и известным методами 
результаты практически совпадают, что является 
подтверждением правильности нового метода. 

Вместе с этим необходимо признать, что 
представленный в статье метод аналитически 
сложнее ранее разработанного, в частности при 
формировании эквивалентной передаточной функ-
ции дискретной цепи. 
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