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Оптимальная длительность интервала наблюдения 
нестационарного потока отказов радиоэлектронных средств 

Аннотация. Предложен метод определения оптимальной длительности интервала наблюдения 
нестационарного пуассоновского потока отказов радиоэлектронных средств (РЭС) для широкого класса 
стационарных процессов, модулирующих поток отказов по интенсивности. Знание оптимальной дли-
тельности интервала наблюдения, учитывающей двойную стохастичность потока, необходимо для 
расчета и прогнозирования показателя безотказности РЭС, функционирующих в околоземном космиче-
ском пространстве в составе искусственных спутников Земли, в ходе которого РЭС подвергаются воз-
действиям нестационарных потоков проникающей радиации и электростатических зарядов, приводя-
щим к кратковременным или необратимым отказам. На основании известной линейной модели дважды 
стохастического точечного процесса впервые проведен подробный математический анализ и получены 
аналитические выражения для оптимальной длительности интервала наблюдения по критерию мини-
мума суммарной среднеквадратической погрешности. Так как истинный характер нестационарности 
неизвестен, то анализ был проведен для гауссовского и гаусс-марковского модулирующих процессов, 
охватывающих широкий класс случайных процессов. Результаты анализа подтвердили достаточную 
для практики близость значений оптимальной длительности интервала наблюдения потока отказов 
для широкого класса модулирующих процессов. 
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Optimal Monitoring Time Interval for Radio-Electronic Equipment Unsteady Failure Rate 
Abstract. The method for determining the optimal duration of monitoring interval of non-stationary Poisson failure 

rate of radio-electronic equipment (REE) for a wide range of stationary processes, modulating it by intensity. To know the 
optimal du-ration of monitoring interval, taking into account the flow double stochasticity is necessary to calculate and 
predict REE reliability factor, operating in near-Earth space as a part of artificial Earth satellites (AES). In the course of cal-
culation REE is exposed to ionizing radiation of unsteady flows and electrostatic charges, leading to short duration or irre-
versible failures. Based on the known linear model of double stochastic point process a detailed mathematical analysis is 
made for the first time ever and analytical expressions were obtained for the optimal monitoring time interval with respect 
to minimum combined standard uncertainty. Since the true nature of unsteadiness is unknown, analysis is carried out for 
Gaussian and Gauss-Markov modulating processes, covering a wide range of random processes. The analysis results con-
firm practical similarity of optimal monitoring time interval values for a wide range of modulating processes. 

Key words: reliability of technical equipment, unsteady flow of failures, monitoring implementation of interval flow, 
optimization interval duration 

For citation: Sokolov S. S. Optimal Monitoring Time Interval for Radio-Electronic Equipment Unsteady Failure Rate. Izvestiya Vysshikh 
Uchebnykh Zavedenii Rossii. Radioelektronika [Journal of the Russian Universities. Radioelectronics]. 2018, no. 3, pp. 48–56. (In Russian) 

Введение. Изучение проблемы надежности 
функционирования радиоэлектронных средств 
(РЭС) в условиях околоземного космического 
пространства (ОКП) стало возможным благодаря 
организации постоянного наблюдения за пара-

метрами радиационной обстановкой в ОКП с по-
мощью отечественной многоканальной регистри-
рующей аппаратуры, устанавливаемой на метео-
рологических искусственных спутниках Земли 
(ИСЗ) "Метеор" и "Электро" [1], [2]. Реализуя 
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эффективные алгоритмы формирования текущих 
оценок интенсивности потоков проникающей 
радиации [3], [4], были получены данные о пара-
метрах радиационных полей, характеризуемых 
существенной временной и пространственной 
нестационарностью и негативно влияющих на 
параметры электрорадиокомпонентов (ЭРК) РЭС, 
особенно на их полупроводниковые компоненты. 
При этом интенсивность потока отказов аппара-
туры ИСЗ также носит нестационарный характер. 

Дальнейшие исследования позволили реали-
зовать ряд конструкторско-технологических ре-
шений полупроводниковых ЭРК и конструкций 
РЭС в целом, обеспечивших их радиационную 
стойкость [5]–[9]. Однако для нестационарного 
потока отказов расчет и прогнозирование показа-
телей надежности РЭС возможны лишь на основе 
знания текущего значения интенсивности потока 
отказов, полученного за некоторый оптимальный 
интервал его наблюдения. 

Интенсивность отказов технических средств 
на разных стадиях их "цикла жизни" не остается 
постоянной. В приложениях используют распре-

деление Вейбулла вида    0exp – ,P t t   где t – 

время безотказной работы; 0  и   – параметры 

распределения. Интенсивность отказов 

  1
0t t     этого распределения позволяет 

учесть динамику отказов на стадии производства 
и настройки изделия ( 1,   интенсивность отка-

зов снижается); на стадии нормальной эксплуата-

ции ( 1,    0  constt    ) и на стадии исчер-

пания ресурса ( 1,   интенсивность отказов воз-

растает). И если качественное изменение поведе-

ния функции   t  на первой и третьей стадиях 
объяснимо, то постоянство интенсивности отка-
зов на второй стадии наблюдается не всегда. 

Следовательно, чтобы воспользоваться для 
расчета вероятности безотказной работы изделия 
экспоненциальным распределением вида 

   0exp – ,P t t   

значение параметра распределения 0    должно быть 

получено при оптимальном значении длительности 

интервала наблюдения opt  нестационарного пото-

ка отказов по критерию минимума дисперсии сум-
марной среднеквадратической погрешности вида 

2 2 2
д стε ε ε ,    

где 2
дε  и 2

стε  – дисперсии независимых и некор-

релированных динамической и статистической 
погрешностей соответственно. 

Этот случай и является предметом рассмот-
рения, охватывая ситуации, когда поток отказов – 
пуассоновский, а функция   ,t  модулирующая 

поток по интенсивности, принадлежит совокуп-
ности, ограниченной случайными процессами с 
гауссовской 

   2 2 2exp –R       

и экспоненциальной 

   2exp –R        

функциями автокорреляции, являющимися пре-
дельными с точки зрения существования произ-
водных у описываемых этими функциями про-

цессов. Здесь 2
  – дисперсия модулирующего 

процесса; β – частотный параметр модулирующе-

го процесса ( к1 ,   к  – интервал корреляции); 

τ – аргумент, имеющий размерность времени. 
В качестве модели наблюдаемого процесса   y t  

примем аддитивную линейную модель [10] вида 

    э ,у t t n     

где   t  – упомянутая выше модулирующая 

функция; эn  – эквивалентный стационарный им-

пульсный шум. 
Гауссовская функция автокорреляции мо-

дулирующего процесса. Аддитивный характер 
модели наблюдаемого процесса и независимость 
входящих в него компонент позволяют рассмат-
ривать их преобразование оператором "текущего 
среднего" с импульсной характеристикой  h   
также независимо. 

Общее выражение для значения дисперсии 
динамической погрешности преобразования мо-
дулирующей функции   t  оператором  h   с 
текущим значением длительности интервала 
наблюдения 2∆ имеет вид [11] 

  
22 *

д
1

ε lim λ( ) λ ,
2

t t dt


 

      (1) 

где   t  – текущая оценка модулирующего про-

цесса   ,t  определенная как 

      *λ λ τ τ τ.t t h d



    (2) 
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Импульсная характеристика  h   оператора 
"текущего среднего" имеет вид 

  1 ,  0 ;h         

  0,  0, .h         

Подставив (2) в (1), получим: 

     
2

2
д

1
ε lim λ λ τ τ τ .

2
t t h d dt

 

  

 
   

   
   

Возведя подынтегральную функцию в квадрат 
и раскрыв квадратные скобки, получим: 

 

     

2 2
д

1
ε lim λ

2

1
2 τ τ lim λ τ λ

2

t dt

h d t t dt



 
 

 

 


 
   

  



 

 

       1
θ θ lim λ λ θ ,

2
h d h d t t dt

  

  

 
      

  
    

где φ и θ – вспомогательные аргументы. 
Учитывая, что 

   2
λ

1
lim λ 0 ,

2
t dt R



 


   

   

     λ

1
lim λ τ λ

2

1
lim λ λ λ θ τ ,

2

t t dt

t t dt R



 


 

 


   





 

запишем: 

     

     

2
д λ λ

λ

ε 0 2 τ τ τ + 

+ 2 τ τ θ τ θ θ.

R h R d

h d h R d




 

 

 





 
 

Учитывая условие физической осуществимо-
сти и ограниченность "памяти" оператора "теку-
щего среднего", получим окончательно: 

     2
д λ λ

0

ε 0 2 τ τ τ + R h R d


    

      λ
0 0

+ 2 τ τ θ τ θ θ.h d h R d
 

    (3) 

Подставив в (3)   1 ,h      

   2 2 2exp – ,R       получим: 

 2 2 2 2
д λ

0

1
ε σ 1 2 exp β τ τ +d

  

  

  22

0 0

1 1
+ τ exp β τ θ θ .d d
        
   (4) 

Представив функцию  2 2exp –   в (4) сте-

пенным рядом вида 

   
2

2

0
exp 1 ,

!

k
k x

x
k


    

где х – аргумент функции, а k может принимать це-
лочисленные значения от 0 до ∞, запишем (4) как 

   22 2
д λ

00

βτ2
ε σ 1 1 τ +

!

k
k d

k

 
  


  

    22

2
00 0

1 β θ τ
+ τ 1 θ .

!

kk
kd d

k

    
 

   (5) 

Вычислим интегралы в (5): 

   2
1

00

βτ2
I 1 τ = 

!

k
k d

k

 
 
   

    
 

2

0

β
= 2 1 ;

! 2 1

k
k

k k

 


   (6) 

 
  

   

2

2 2
00 0

2τ

2
00 τ

β θ τ1
I  = τ 1 θ = 

!

βλ1
= τ 1 λ =

!

k
k

k
k

d d
k

d d
k

  

  









 

 

 

 
  
 

   
 

2

2
00

2 1

0

β τ1
= τ 1  +   

! 2 1

β2 τ
+ 1  =

! 2 1

k
k

k
k

d
k k

k

k k

 



  
 

 


 

 





 

 
 

0 2 2 1

2
0

1 β λ
= 1 λ + 

! 2 1

k k
k d

k k




 


  

 
 

2 2 1

2
00

1 β τ
+ 1 τ  =

! 2 1

k k
k d

k k

 
 


  

    
  

2

0

β
= 2 1 .

! 2 1 2 2

k
k

k k k

 


   (7) 

Подставив (6) и (7) в (5), получим: 
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   
 

   
  

2
2 2
д λ

0

2

0

β
ε = σ 1 2 1

! 2 1

β
1 .

! 2 1 2 2

k
k

k
k

k k

k k k





     
 
   

  





 

После объединения рядов в квадратных скоб-
ках запишем окончательно: 

   
 

     

   

2
2 2
д λ

0

2 1
22

λ
0

β
ε  = σ 1  1  =

1 !

β
= σ 1 1 β  = 

1 !

k
k

k
k

k

k





   
  

    
  





 

     
2

22
λ

0

β
= σ 1  1 1 β  =

!

k
k

k

        
    

  

     2 2 2 2 2
λ= σ 1  1 exp β β .        (8) 

Проверим поведение погрешности (8) при 
экстремальных значениях параметра ∆. Рассмот-
рим предел 

 2 2
2 2
д λ 2 20 0

1 exp β
lim ε = lim σ 1 .

β 

    
  

 

Разложив экспоненциальный член в ряд вида 

     22 2

0

β
ехр β = 1

!

k
k

k

 
    

и ограничившись тремя первыми членами ряда, 
получим очевидный предел: 

2 2 4 4
2 2
д λ 2 20 0

2 2 2
λ

0

1 β 0.5β
lim ε = lim σ 1

β

σ lim 0.5β 0.

 



    
  

  

  

 

Второй предел также очевиден. Действительно, 

 2 2
2 2 2
д λ λ2 2

1 exp β
lim ε = lim σ 1 σ .

β 

     
  

 

Полученные пределы подтверждаются и ка-
чественным рассмотрением поведения погрешно-

сти  2
дε .f   Учитывая условие нормировки 

для оператора "текущего среднего", при 0   

его импульсная характеристика  h   вырождает-
ся в δ-функцию. 

В этом случае значение оценки 

       *λ λ τ δ τ τ = λt t d t



   

совпадает с текущим значением модулирующего 
процесса, т. е. происходит безошибочное слеже-
ние за поведением процесса  .t  

При ,  что соответствует наличию у 

оператора бесконечной памяти, значение оценки 

   
0.5

*

0.5

1
λ lim λ  = λ = constt t dt



  


   

не зависит от поведения процесса на входе опера-
тора, т. е. происходит полное сглаживание вариа-
ций модулирующего процесса, при котором ди-
намическая погрешность максимальна, а ее дис-

персия совпадает с 2
λσ .  

Определим дисперсию статистической погреш-
ности – второй компоненты суммарной погрешно-
сти, обусловленной статистическим характером 
пуассоновских потоков отказов и восстановлений. 

В соответствии с обобщенной теоремой Кем-
пбелла [12] дисперсия нестационарного импульс-
ного процесса   ,t  характеризуемого функцией 

интенсивности  t  и нормируемой функцией 

формы импульсов   ,F   определяется как 

       2
ξξ ν θ θ θ.D t t F d




   (9) 

Если рассматривать функцию  F   как реак-
цию оператора на δ-импульс, т. е. как импульс-
ную (весовую) функцию оператора   ,h   а функ-

цию  t  – как модулирующую функцию ин-

тенсивности  t , то (9) можно трактовать как 
выражение для среднеквадратической статисти-
ческой погрешности оператора, которая в приня-
тых выше обозначениях имеет вид 

      2 2
стε λ θ.t t h d




     (10) 

И поскольку вид функции   t  неизвестен, то, 

усредняя (10) на интервале  – ,  ,   придем к слу-

чаю стационарного импульсного шума λ,  для кото-

рого среднеквадратическая статистическая погреш-
ность уже не будет зависеть от времени, т. е. получим: 

     2 2 2
ст стε = ε λ θt t h d




      
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     2 2λ λ .t h d h d
 

 
          

Учитывая тип оператора и условия его физи-
ческой осуществимости, окончательно получим: 

  2 2
ст 2

0

1 λ
ε λ λ .h d d

 


     


   (11) 

Проверим поведение погрешности (11) при 
экстремальных значениях параметра оператора: 

2
ст

0 0 0

2
ст

λ 1
lim ε lim λ lim ;

λ 1
lim ε lim λ lim 0.

  

  

   
 

  
 

 

Эти очевидные пределы совпадают и с каче-
ственным рассмотрением поведения погрешности 

 2
стε .f   

Действительно, примем во внимание, что 

 22
стε λ λ ,i

   

где λi
  – оценка интенсивности стационарного 

пуассоновского потока, вычисленная в предполо-
жении, что за интервал наблюдения i  зареги-

стрировано  iN  событий, т. е. 

λ .i
i

i

N 


 

Предположим теперь, что интервал наблюде-
ния настолько мал, что вероятность попасть в 
него одновременно двум и более событиям есть 
величина высшего порядка малости по сравне-
нию с вероятностью попадания одного события 
или непопадания событий вообще. В этом случае 
оценка интенсивности потока может принимать 
значения "0" или 1 ,  а дисперсия статистиче-

ской погрешности 2
стε   при 0.  

Если же предположить, что интервал наблю-
дения так велик, что вероятность появления в нем 
N + 1 или N – 1 событий мала по сравнению с 
вероятностью появления ровно N событий, то в 

этом случае значение оценки λ λ,  а дисперсия 

статистической погрешности 2
стε 0.  

Дисперсия суммарной погрешности 

 2 2 2
д стε ε ε .    (12) 

Подставив (8) и (11) в (12), получим выраже-
ние для дисперсии суммарной среднеквадратиче-
ской погрешности в виде 

 
 2 2

2 2
λ 2 2

1 exp β λ
ε σ 1  .

β


      
  

  (13) 

Оптимальное значение параметра ∆, при кото-
ром (13) имеет минимум, следует искать из условия 

 
2ε

0.
d

d
 


 (14) 

Подставив (13) в (14) и продифференцировав, 
получим: 

 
   2 2 2 2

2
λ 2 3 2

1 1 β exp β λ
2σ 0.

β

    
 

 
 (15) 

Уравнение (15) относительно ∆ является 
трансцендентным и может быть решено только 
либо численно, либо графически. Для получения 
приближенного аналитического решения предста-

вим экспоненциальный множитель  2 2exp β   

аппроксимирующим трехчленом вида 

      2 42 2ехр – 1 –   0.5 .       (16) 

Погрешность такой аппроксимации для прак-
тически реальных случаев, когда 0.5,   не 

превышает 1 %. 
Перепишем (15) с учетом (16): 

     2 4 2 2
2
λ 2 3

1 1 β 0.5 β 1 β
2σ

β

         


 

 
2
λ

0. 


  (17) 

После преобразования (17) получим: 

 
   4 6

2
λ 2 3 2

0.5 β 0.5 β λ
2σ 0.

β

  
 

 
 (18) 

Для того чтобы явно разрешить (18) относи-

тельно opt ,    отбросим достаточно малый член 

 60.5 .  При этом погрешность аппроксимации 

(16) для подавляющего большинства практических 
случаев, когда 0.3 ,   не превышает 5 %. Такая 

последовательная аппроксимация (16) оказалась 
вдвое точнее, чем аппроксимация экспоненциально-

го члена  2 2ехр –   двучленом  21 – .  
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Таким образом, упростив (18) и разрешив его 

относительно opt   , получим окончательно: 

 3opt 2
λ

1 βλ
.

β σ
   (19) 

Подставив (19) в (13), в котором экспоненци-
альный член предварительно аппроксимируем 
трехчленом (16), получим выражение для диспер-
сии минимальной суммарной погрешности в виде 

 
 

232 2 2
min λ λ 2 23 2λ

1 βλ 1
ε σ βλ σ .

2 σ
βλ σλ


 

  
 
  

 (20) 

Введем в рассмотрение параметр 

 с
SN

ш.э
,

P
A

P
  (21) 

выражающий отношение мощности полезного 
сигнала сP  к мощности шума в эквивалентной 

полосе частот ш.эP , и определим его через пара-

метры наблюдаемого процесса. Эквивалентную 
полосу частот эF  энергетического спектра слу-

чайного процесса определим в виде [13]: 

 
 

 
 

 
λ

э
0 00

01
ω ω ,

2π ω ω

R
F F d

F F


   (22) 

где  F   – спектральная плотность мощности 

модулирующего процесса;  0F   – спектральная 

плотность на характерной частоте 0;  0 0;   

 0R  – средняя мощность стационарного процесса. 

Согласно теореме Винера–Хинчина при 

0 0   и    0 0 ,F F   

     2
λ λ 00 τ τ 2σ ,F R d S




   (23) 

где Rλ(τ) – функция автокорреляции модулирующе-

го процесса;    2 2 2
λ λτ σ exp β τ ;R    0S – площадь 

под нормированной функцией автокорреляции. 
Подставив (23) в (22) и учитывая, что 

  2
λ λ0 σ ,R   получим: 

 
2
λ

э 2
0λ 0

σ 1
.

22σ
F

SS
   (24) 

Примем энергетический спектр эквивалент-
ного импульсного шума постоянным в достаточ-

но широкой полосе частот и равным 2λ  [13]. То-
гда в эквивалентной полосе частот модулирую-
щего процесса мощность импульсного шума с 
учетом (24) найдем как 

 ш.э э
0 0

2λ λ
2λ .

2
P F

S S
    (25) 

Учитывая, что 2
c λσ ,P   и подставив значения 

сР  и ш.эР  (25) в (21), запишем окончательно: 

 
2
λ 0

SN
σ

.
λ

S
A   (26) 

Для гауссовской функции автокорреляции: 

  2 2
0

0

π
2 exp β τ τ ,

β
S d


    (27) 

где β – частотный параметр модулирующего про-
цесса, к  1.   

Тогда с учетом (27) запишем (26) в виде 

 
2
λ

SN
σ

π .
βλ

A   (28) 

С учетом (28) запишем (19) и (20) как 

 3opt
SN

1 π
;

β A
   (29) 

 

3 2 232 SN2 λ
min 3SN SN

π 2 πσ
ε .

2

A

A A


     
 

 (30) 

Полученные соотношения (29) и (30) связы-
вают соответственно оптимальное значение ин-
тервала наблюдения событий потока отказов и 
дисперсию суммарной минимальной погрешно-
сти оценивания его интенсивности с энергетиче-
ским параметром потока. 

Экспоненциальная функция автокорреля-
ции модулирующего процесса. Экспоненциаль-
ная функция автокорреляции в общей форме за-
писи имеет вид 

    2exp – .R       (31) 

Как и в предыдущем случае, оптимальное 
значение интервала наблюдения потока отказов 
будем искать из условия минимума дисперсии 
суммарной погрешности. 

Для определения дисперсии динамической 
погрешности воспользуемся выражением для ди-
намической погрешности в виде [13] 
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     22
д λ

0

1
ε ω 1 ω ω,

π
S H j d


     (32) 

где  S   – спектральная плотность полезного 

сигнала на входе линейного оператора;  Н j  – 

передаточная функция оператора. 
Для гаусс-марковских процессов с функцией 

автокорреляции (31) 

  
2
λ

λ 2 2

2σ β
ω  = ;

β ω
S


 (33) 

      sin ω 2
ω ω .

ω 2
H j H


 


 (34) 

Подставив (33) и (34) в (32), получим: 

 
 

 

22
2 λ
д 2 2

0

sin ω 22σ β1
ε 1 ω.

π ω 2β ω
d

  
    

  (35) 

Интеграл (35) разобьем на 3 интеграла: 

 
 

 
 

2
2 λ
д 2 2

0

2
λ

2 2
0

22
λ

2 2 2
0

2σ β1
ε ω

π β ω

sin ω 22σ β2
ω +

π ω 2β ω

sin ω 22σ β2
ω.

π β ω ω 2

d

d

d







 










 







 

После интегрирования получим окончательно [14]: 

 2 2
д λ

1 exp 0.5β
ε σ 1  4

β

   
   

 

 
 

2

β 1 exp β
2 .

(β )

    
 

 
  (36) 

Проверим поведение погрешности (36) при 
экстремальных значениях параметра ∆: 

 2 2
д λ

0 0

1 exp 0.5β
lim ε σ lim 1  4

β 

   
   

 

 
 2

β 1 exp β
2 0.

β

    
 

 
 

Применив правило Лопиталя, также получим: 

 

 
 

2 2
д λ

2
λ2

1 exp 0.5β
lim ε σ lim 1 4

β

β 1 exp β
2 σ .

β

 

   
   

    
 

 

 

Полученные значения пределов совпадают с 
качественным рассмотрением поведения погреш-

ности 2ε .  

Подставив (36) и (11) в (12), получим выра-
жение для дисперсии суммарной среднеквадрати-
ческой погрешности в виде 

 2 2
λ

1 exp 0.5β
ε σ 1 4

β
   

   
 

 
 

 2
β 1 exp β λ

2 .
β

    
   

  (37) 

Заменим экспоненциальные члены (37) ап-
проксимирующими трехчленами вида 

    2ехр – 1 – 0.5 .      (38) 

Погрешность такой аппроксимации для 
большинства практических случаев, когда 

0.4,   не превышает 1.5 %. 

С учетом (38) и после упрощений получим: 

 2 2
λ
β λ

ε σ .
2


 


 (39) 

Продифференцировав (39) по ∆ и приравняв 
производную нулю, получим уравнение 

 2
λ 2
β λ

σ 0.
2
 


 (40) 

Разрешив (40) относительно opt ,    получим: 

 opt 2
λ

2λ
.

σ β
   (41) 

Определим выражение для параметра SNА  

для нестационарного случайного процесса с 
функцией автокорреляции модулирующего про-
цесса вида (31). Согласно (26) запишем: 

  
2 2
λ λ

SN
0

σ 2σ
2 exp β τ τ .

λ λβ
A d


    (42) 

С учетом (42) перепишем (41) в виде 

 opt
SN

2 1
.

β A
   (43) 

Подставив (43) в (39) и учитывая (42), получим: 

 
2

2 λ
min

SN

2σ
ε .

A
   (44) 
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Соотношения (43) и (44) связывают соответ-
ственно оптимальное значение интервала наблюде-
ния событий потока отказов и дисперсию суммарной 
минимальной погрешности оценивания его интен-
сивности с энергетическим параметром потока. 

Вывод. В настоящей статье в полном объеме 
представлены результаты расчета оптимального 

интервала наблюдения нестационарного потока 
отказов РЭС для широкого класса случайных про-
цессов, модулирующих поток по интенсивности. 
Полученные результаты качественно хорошо согла-
суются с результатами ранее проведенного имита-
ционного моделирования, представленными в [15]. 
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