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Аннотация 
Введение. Использование компенсации систематических ошибок при нелинейном преобразовании координат из 
сферической системы в декартову позволяет повысить точность получаемых оценок координат цели. В статье рас-
сматривается обобщение известного алгоритма преобразования координат с компенсацией систематических ошибок 
в случае произвольного размещения и ориентации радиолокационной позиции в глобальной декартовой системе 
координат. Предложенный алгоритм позволяет получить вектор координат и соответствующую ему корреляцион-
ную матрицу ошибок в глобальной декартовой системе координат при наличии измерений дальности и угловых 
положений в локальной сферической системе координат, связанной с радиолокационной позицией. Рассмотрено 
применение предложенного алгоритма в задаче траекторной фильтрации. Компенсация систематических ошибок и 
расчет корреляционной матрицы вектора координат позволяет повысить точность траекторного сопровождения. 
Цель работы. Повышение точности траекторного сопровождения при использовании калмановского фильтра с кон-
вертированными измерениями за счет применения полученных математических выражений для оценок координат 
цели и соответствующей им корреляционной матрицы ошибок в глобальной декартовой системе координат. 
Материалы и методы. При решении поставленной задачи использовались методы математической статистики, 
статистической теории оценивания, имитационного компьютерного моделирования. 
Результаты. Получены математические выражения для расчета координат и соответствующей им корреля-
ционной матрицы в глобальной декартовой системе координат. Получены сравнительные графики ошибок 
траекторного сопровождения при использовании различных способов построения калмановского фильтра 
для конвертированных измерений. 
Заключение. Использование явных выражений для преобразования координат с компенсацией систематических 
ошибок демонстрирует возможность существенного повышения точности с ростом ошибок первичных измере-
ний как при использовании прямого простого пересчета координат, так и с использованием калмановского филь-
тра для конвертированных измерений в глобальной декартовой системе координат. 
Ключевые слова: траекторное сопровождение целей, преобразование с компенсацией систематических 
ошибок, фильтр Калмана с преобразованными измерениями, матрица вращения координат, локальная сфе-
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Abstract 
Introduction. In order to increase the accuracy of estimating the coordinates of a target, it is necessary to compen-
sate for systematic errors in the nonlinear transformation of coordinates from a spherical system to a Cartesian one. 
In this paper, we consider the generalization of the well-known coordinate transformation algorithm with compensa-
tion for systematic errors when the radar is positioned and oriented arbitrarily in the global Cartesian coordinate 
system. By applying the proposed algorithm, the coordinate vector and error correlation matrix can be obtained in 
the global Cartesian coordinate system in the presence of range measurements and angular positions in the local 
spherical coordinate system associated with the radar position. The proposed algorithm is discussed with respect to 
trajectory filtering. As a result of the compensation of systematic errors and the calculation of the correlation matrix 
of the coordinate vector, the accuracy of trajectory tracking is enhanced. 
Aim. To improve the accuracy of trajectory tracking when using the Kalman filter with converted measurements by 
means of the mathematical expressions obtained to estimate the coordinates of a target and the error correlation ma-
trix in the global Cartesian coordinate system. 
Materials and methods. The problem was solved using the methods of mathematical statistics, statistical estimation theo-
ry, and computer simulation. 
Results. Mathematical expressions for calculating coordinates and the corresponding correlation matrix within the 
global Cartesian coordinate system were derived. Furthermore, comparative graphs illustrating trajectory tracking 
errors, associated with the use of various methodologies for constructing a Kalman filter based on transformed 
measurements, were created. 
Conclusion. The use of explicit expressions for coordinate transformation, accompanied by compensation for system-
atic errors, illustrates the potential for a substantial enhancement in accuracy when the errors of primary measurements 
increase. This improvement can be achieved when applying both direct and straightforward coordinate recalculation 
methods and a Kalman filter for transformed measurements within the global Cartesian coordinate system. 
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Введение. Оптимальное преобразование из-
мерений из одной системы координат в другую 
является важной задачей во многих приложени-
ях, связанных с радиолокационными измерени-
ями, поскольку неучет нелинейного характера 
преобразования при наличии погрешности пер-

вичных измерений приводит к возникновению 
систематических ошибок при траекторном со-
провождении. Часто первичные измерения ра-
дара производятся в локальной сферической 
системе координат (дальность, азимут и угол 
места), а оценка параметров, получаемая на ос-
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нове этих измерений, используется в глобаль-
ной декартовой системе координат. Такая ситу-
ация наблюдается, например, в распределенной 
(многопозиционной) системе, состоящей из не-
скольких радаров. Каждый радар может быть 
расположен в пространстве произвольным обра-
зом и имеет 6 степеней свободы позициониро-
вания (3 степени свободы по координатам и 3 
степени по угловым положениям радара). 

Первый пример связан с размещением ра-
дара на летательном аппарате (ЛА). Возникает 
также задача определения координат объектов 
в глобальной декартовой системе координат 
при наблюдении их с борта ЛА, осуществляю-
щего мониторинг, причем антенна радара мо-
жет быть ориентирована произвольным обра-
зом относительно носителя [1]. Угловые поло-
жения и параметры движения ЛА известны в 
каждый момент времени с некоторой погреш-
ностью на основании данных навигации и си-
стем курсовой стабилизации ЛА. 

Второй пример, также относящийся к 
транспортным системам, – использование рас-
пределенной радиолокационной системы тех-
нического зрения автомобиля с функциями ав-
тономного интеллектуального управления [2–6]. 
Отдельные радары, входящие в систему, раз-
мещены по периметру, в простейшем случае – 
на переднем бампере. Использование таких 
систем, в отличие от традиционных автомо-
бильных радаров, позволяет кратно повысить 
разрешающую способность и точность опреде-
ления координат окружающих объектов. Для 
этого используют измерения, полученные 
с помощью нескольких разнесенных и развер-
нутых друг относительно друга радаров. Эти 
измерения объединяют в общей системе коор-
динат, что при наличии актуальной статисти-
ческой информации об измерениях позволяет 
более корректно решить проблему кластериза-
ции облаков измерений, относящихся к одному 
и тому же объекту[7, 8]. 

Еще один пример – задача контроля движе-
ния на дорогах и железнодорожных переездах, 
которая может быть построена на основе одно-
го или нескольких радаров, расположенных 
под разными углами к проезжей части. Пара-
метры транспортного потока должны оцени-
ваться в глобальной декартовой системе коор-

динат, которая может быть привязана к 
направлению дороги [9–11]. 

Стандартные выражения несмещенного 
преобразования представлены в [12, 13]. Обоб-
щение различных методов несмещенного пре-
образования приведено в [14]. В [15] приведен 
вариант реализации алгоритма траекторной 
фильтрации на базе несмещенного преобразо-
вания с возможностью обнаружения и после-
дующей коррекции первичных измерений с 
аномально высокими ошибками. Существую-
щие алгоритмы несмещенного преобразования 
координат, не вносящие смещения в оценку 
при наличии шума измерений, не позволяют 
решить задачу компенсации ошибок в случае 
произвольной ориентации радара в глобальной 
декартовой системе координат. В данной ста-
тье предложен способ преобразования с ком-
пенсацией систематических ошибок на случай 
произвольного размещения и ориентации рада-
ра в глобальной декартовой системе координат, 
являющийся обобщением известных алгорит-
мов, дополненный также анализом точности 
траекторного сопровождения в глобальной де-
картовой системе координат при использовании 
фильтра Калмана с трансформированными изме-
рениями (Converted Measurement Kalman filter – 
CMKF) [16]. Благодаря возможности расчета 
корреляционной матрицы ошибок первичных 
измерений в глобальной декартовой системе 
координат обеспечивается значительное по-
вышение точности траекторной фильтрации. 
Алгоритм CMKF имеет преимущество в вы-
числительной сложности и в простоте реализа-
ции по сравнению с расширенным фильтром 
Калмана (Extended Kalman Filter – EKF), в ко-
тором требуется рассчитывать матрицу произ-
водных [17, 18]. Основная цель данной статьи – 
демонстрация возможности расчета несмещен-
ных оценок вектора состояния и его корреляци-
онной матрицы в глобальной декартовой систе-
ме координат с учетом произвольного располо-
жения радиолокационной позиции в простран-
стве. Применение именно CMKF-алгоритма для 
описываемой цели обусловлено его более про-
стой структурой по сравнению с современными 
эффективными алгоритмами траекторной филь-
трации[19, 20], которые значительно сложнее в 
реализации и требуют задания дополнительных 
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параметров. Математические соотношения, по-
лученные в данной статье, можно успешно ис-
пользовать и в случае ранее указанных эффек-
тивных алгоритмов фильтрации. 

Во всех описанных ситуациях первичные 
измерения формируются в локальных сфериче-
ских системах координат одного или несколь-
ких радаров, имеющих различное расположе-
ние и углы ориентации, а вторичная обработка 
(кластеризация, ассоциация и траекторная филь-
трация измерений) реализуется в глобальной де-
картовой системе координат. В данной статье 
будет рассмотрено одно из преимуществ исполь-
зования преобразования с компенсацией систе-
матических ошибок на примере траекторной 
фильтрации с использованием алгоритма CMKF. 

Вопрос преобразования координат рас-
сматривается при условии неподвижности 
радиолокационной позиции в момент изме-
рения. Перемещение радиолокационной по-
зиции в течение интервала формирования 

первичных измерений относительно наблю-
даемого объекта не учитывается в данной 
статье. С математической точки зрения соб-
ственные скорости как у радиолокационной 
позиции, так и у измеряемого объекта не 
входят в формулы пересчета координат из 
одной системы координат в другую. 

Принцип преобразования координат. Рас-
положение и ориентация радара в глобальной 
декартовой системе координат определяются его 
координатами 0 0 0(   ), ,  x y z  и углами поворота 

0 0 0,  ,  ,( )α β γ  как показано на рис. 1. Координа-
тами наблюдаемого объекта в глобальной декар-
товой системе координат являются ,  ,  .( )x y z  

В соответствии с теоремой Эйлера о вра-
щении для размещения радара с указанными 
параметрами необходимо выполнить следую-
щую последовательность действий [21]: 

1. Перемещение радара в точку 0 0 0(   ), ,  x y z  
из начала координат (0, 0, 0) в пространстве. 

 
Fig. 1. Размещение радара и его ориентация: а – в трехмерной глобальной декартовой системе координат;  

б – в локальной декартовой системе координат 
Fig. 1. Radar placement and orientation: а – in a 3D global Cartesian coordinate system;  

б – in a local Cartesian coordinate system 
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2. Азимутальный поворот радара против 
часовой стрелки вокруг текущей локальной оси 
z на угол 0α  (соответствующая матрица вра-
щения zM ). 

3. Угловой поворот радара по часовой 
стрелке вокруг текущей локальной оси y на угол 

0β  (соответствующая матрица вращения yM ). 

4. Угловой поворот радара по часовой 
стрелке вокруг текущей локальной оси x на угол 

0γ  (соответствующая матрица вращения xM ). 
Поворотные матрицы относительно задан-

ных осей координат примут вид 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

cos sin 0
sin cos 0 ;

0 0 1
zM

 α α
 = − α α 
    

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

cos 0 sin
0 1 0 ;

sin 0 cos
yM

 β β
 =  
 − β β   

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

xM
 
 = γ − γ 
 γ γ 

 

Таким образом, координаты наблюдаемого 
объекта ( ), ,x y z  в локальной декартовой си-
стеме координат: 

[ ]

( ) ( ) ( )

т

т
0 0 0 .x y z

x y z

M M M x x y y z z

=

 = − − − 

 

Процесс преобразования координат обрат-
но в глобальную декартову систему координат 
можно представить как последовательность 
поворотов в обратном порядке: 

[ ]
[ ] [ ]

т

ттт т т
0 0 0 .z y x

x y z

M M M x y z x y z

=

= +
 

Алгоритм преобразования координат. 
Входные данные алгоритма преобразования 
координат: 

– ( ),  , R α β  – исходные координаты наблю-
даемого объекта в локальной сферической си-
стеме координат, связанной с радаром; 

– 0 0 0(   ), ,  x y z  – координаты фазового цен-

тра приемной антенны, представленные в гло-
бальной декартовой системе координат; 

– 0 0 0(   ), , α β γ  – угловые положения фазо-
вой центральной точки вращения антенны, ко-
торые соответствуют порядку вращения, пока-
занному на рис. 1; 

– ( ),   , R α βσ σ σ  – СКО соответствующих 
первичных измерений в локальной сфериче-
ской системе координат радара. 

Выходные данные алгоритма преобразова-
ния координат: 

– ( ),  , x y z  – координаты наблюдаемой точ-
ки в глобальной декартовой системе координат 
с компенсацией систематической ошибки; 

– Rx  – недиагональная в общем случае 
корреляционная матрица наблюдаемой точки в 
глобальной декартовой системе координат. 

Первый шаг – получить координаты 

[ ]тx y z=x  объекта и соответствующей 
ему корреляционной матрицы Rx в локальной 
декартовой системе координат, связанной с ра-
даром. Для этого используются известные вы-
ражения преобразования координат с компенса-
цией систематических ошибок [12, 13]: 

( ) ( )

( )2 22 2 /2/2

cos cos

1 ;

x R

e e e eβ βα α−σ −σ−σ −σ

= α β ×

× − +  

 
( ) ( )

( )2 22 2 /2/2

sin cos

1 ;

y R

e e e eβ βα α−σ −σ−σ −σ

= α β ×

× − +
 (1) 

( )( )2 2 /2sin 1 .z R e eβ β−σ −σ= β − +  

Выражения (1) при подстановке в них ну-
левых значений ошибок измерений первичных 
координат    ( ) 0,   0,   0R α β=σ σ = σ =  совпадут со 

стандартными выражениями преобразования 
координат из сферической системы координат 
в декартову. 

Коэффициенты корреляции полученных 
оценок координат определяются выражениями 
[12, 13] 

( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

22

2

2

2 2 2

22 2

2

cos cos

1 1 cos 2
4

1 cos 2 ;

xx

R

r R e e

R e

e

βα

α

β

−σ−σ

− σ

− σ

= − α β +

+ + σ + α ×

× + β
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( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

22

2

2

2 2 2

22 2

2

sin cos

1 1 cos 2
4

1 cos 2 ;

yy

R

r R e e

R e

e

βα

α

β

−σ−σ

− σ

− σ

= − α β +

+ + σ − α ×

× + β

 

 
( )

( ) ( )( )
2

2

2 2

22 2

sin

1 1 cos 2 ;
2 R

zz

e

r R e

R

β

β

−σ

− σ

= − β +

+ + σ − β
 (2) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

22

2 2

2 2

2 22 2

sin cos cos

1 sin 2 1 cos 2 ;
4

y

R

xy xr

e

r R e e

R e

βα

β α

−σ−σ

− σ − σ

= = − α α β +

+ + σ α + β  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

22

22

222 2

cos sin cos

1 cos sin 2 ;
2

z

R

xz x Rr e

R e

r e

e

βα

βα

−σ−σ

− σ−σ

= = − α β β +

+ + σ α β  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

22

22

222 2

sin sin cos

1 sin sin 2 .
2

zyz

R

y Rr e

R e

r e

e

βα

βα

−σ−σ

− σ−σ

= = − α β β +

+ + σ α β
 

Для представления преобразований в ком-
пактной векторно-матричной форме введем 
следующие обозначения: 

; .
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

r r rx
y R r r r
z r r r

     = =          

xx  

Второй шаг – вычислить матрицу обратно-
го поворота RM  в глобальной декартовой си-
стеме координат в соответствии с правилом, 
показанным на рис. 1: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

т т т

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

R z y xM M M M= =

 α − α
 = α α × 
  
 β − β
 × × 
 β β 
 
 × γ γ 
 − γ γ 

 

Затем вычисляются координаты [ ]тx y z=x  
в глобальной декартовой системе координат: 

0

0

0

;R

x x x
y M y y
z z z

    
    = +     
         

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0

0 0 0

0 0 0

cos cos

cos sin sin sin cos

cos sin cos sin sin

;
sin cos

sin sin sin cos cos

sin sin cos cos sin

;
sin cos sin

cos cos .

x x

y

z

x
y x

y

z

y
z x y

z z

= α β +

+ α β γ − α γ +

+ − α β γ − α γ +

+

= α β +

+ α β γ + α γ +

+ − α β γ + α γ +

+

= β − β γ +

+ β γ +

 

Для вычисления корреляционной матрицы 
Rx  в глобальной декартовой системе координат 
используется процедура линейной экстраполя-
ции корреляционной матрицы по аналогии с EKF 

по следующему алгоритму: т
1/ / ,i i i iR FR F+ = где 

матрица F имеет смысл матрицы линейной экс-
траполяции параметров траектории [17]. Корре-
ляционная матрица в локальной декартовой си-
стеме координат преобразуется в матрицу, отно-
сящуюся к глобальной декартовой системе коор-
динат, с помощью матрицы линейного преобра-
зования RM (матрицы обратного поворота): 

т .R RR M R M=x x  

Моделирование оценок координат для 
неподвижной точечной цели. При наблюде-
нии неподвижной точечной цели, имеющей 
координаты ( ),  ,  x y z  в глобальной декартовой 
системе, в локальной сферической системе ко-
ординат радара формируется совокупность 
гауссовских первичных измерений ,  , i i iR α β  с 
известными значениями СКО ,  , R α βσ σ σ  и 

диагональной корреляционной матрицей, где i – 
номер измерения (i = 1, 2, …, N). 

В глобальной декартовой системе коорди-
нат сформированы две реализации с использо-
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ванием совокупности первичных измерений. 
Первая реализация , ,i i ix y z    вычисляется по 
формулам (1) без учета информации об ошиб-
ках первичных измерений (в предположении 

  0,   0,   0 ,)R α βσ = σ = σ =  а вторая реализация 

ˆ ˆ ˆ, ,i i ix y z  вычисляется по тем же формулам (1), 
но с учетом СКО ошибок первичных измере-
ний         0,   0,   0 .( )R α βσ > σ > σ >  

Для оценок с компенсацией постоянной со-
ставляющей ошибок ˆ ˆ ˆ, ,i i ix y z  соответствую-
щие выборочные корреляционные моменты 
приведены в выражениях 

 

( )

( )
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1
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1
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1ˆ ˆ ˆ ;
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1ˆ ˆ ˆ ;
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N
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i
N N
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N
i i

i

r x x
N

r y y
N

r z z
N

r x x y y
N

r x x z z
N

r y y z z
N

M x x M y y
N N

M z z
N

=

=

=

=

=

=

= =

=

= −

= −

= −

= − −

= − −

= − −

= =

=

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

∑
 

(3)

 

Оценить выигрыш в точности преобразова-
ния с компенсацией систематических ошибок 
можно по отношению средних значений раз-
ницы между соответствующей оценкой, полу-
ченной одним из двух указанных выше спосо-
бов, и известными координатами. Для этого 
вычисляются средние значения смещенных 
оценок координат ( ), ( ), ( )i i iM x M y M z   : 

1 1

1

1 1( ) ; ( ) ;

1( ) .

N N
i i i i

i i
N

i i
i

M x x M y y
N N

M z z
N

= =

=

= =

=

∑ ∑

∑

   

 

 

Выигрыши в точности оценивания коорди-
нат B(x, %), B(y, %), B(z, %), выраженные в 
процентах, вычисляются по формулам 

( )
( ,%) 100 ;

ˆ( )
i

i

x M x
B x

x M x
−

=
−



 

( )
( ,%) 100 ;

ˆ( )
i

i

y M y
B y

y M y
−

=
−



 

( )
( ,%) 100 .

ˆ( )
i

i

z M z
B z

z M z
−

=
−



 

В таблице приведены результаты расчетов 
и моделирования, иллюстрирующие снижение 
систематических ошибок определения коорди-
нат при учете статистических свойств ошибок 
первичных измерений. Результаты получены 
по 10 000 независимых реализаций при задан-
ных координатах точечной цели. 

Как видно из таблицы, экспериментальные 
оценки моментов корреляции, полученные с 
использованием формул (3), соответствуют 
оценкам, полученным с помощью теоретиче-
ских выражений (2). С ростом ошибок первич-
ных измерений увеличиваются значения кор-
реляционной матрицы .Rx  

Моделирование траекторного сопровож-
дения цели. В практических приложениях 
происходит взаимное перемещение РЛС и 
наблюдаемой цели. Поэтому представляет ин-
терес анализ точности оценки координат цели, 
движущейся по заданной траектории. Рассмот-
рим 5 вариантов оценивания текущих коорди-
нат цели. Первые два будут соответствовать 
случаю, когда за оценки координат цели при-
нимаются непосредственно первичные измере-
ния, пересчитанные в глобальную декартову 
систему, а в трех случаях будет использоваться 
алгоритм траекторного сглаживания на основе 
калмановской фильтрации.  

Будем полагать, что цель удаляется от РЛС, 
совершая равномерное прямолинейное движе-
ние в пространстве со следующими постоян-
ными скоростями:     3 м/с;xv =+      3 м/сyv =+  и 

    5 м/с.zv =+  Дискретный шаг времени T = 1 с. 
СКО первичных измерений положим равными: 

     1   м;   2 ;    3 .R α βσ = σ = ° σ = °  Параметры располо-

жения неподвижного радара в глобальной си-
стеме координат: 0 7 м;x = +  0 5 м;y = −  
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Результаты математического моделирования выигрыша в точности при использовании преобразования  
с компенсацией систематической ошибки с поворотом системы координат 

Results of mathematical modeling of the benefit in accuracy when using the unbiased transformation with coordinate rotation 
Параметры 

моделирования 
Малые значения СКО 
первичных измерений 

Средние значения СКО 
первичных измерений 

Высокие значения СКО 
первичных измерений 

(R, α, β),  
(м, …°, …°) (+25, –30, +5) (+25, –30, +5) (+25, –30, +5) 

(x0, y0, z0),  
(м, м, м) (+7, –5, +3) (+7, –5, +3) (+7, –5, +3) 

(α0, β0, γ0),  
(…°, …°, …°) (+17, +7, +8) (+17, +7, +8) (+17, +7, +8) 

(σR, σα, σβ),  
(м, …°, …°) (0.01, 0.05, 0.05) (0.1, 0.5, 0.7) (1.0, 2.0, 3.0) 

(x, y, z) (м, м, м) (30.5353, –10.3821, 9.4902) (30.538, –10.3827, 9.4909) (30.5819, –10.3929, 9.5018) 
rxx = Rx(1,1) 0.00014201 0.016891 1.0271 

x̂xr  0.00014685 0.0174 1.0666 
ryy = Rx(2,2) 0.00044999 0.046138 0.77744 

ŷyr  0.00044536 0.045191 0.76568 
rzz = Rx(3,3) 0.00043062 0.087494 1.6599 

ẑzr  0.00045219 0.087925 1.6643 
rxy = Rx(1,2) =  

= Rx(2,1) 9.1534e-05 0.0062516 –0.076946 

x̂yr  7.2998e-05 0.0059703 –0.083663 
rxz = Rx(1,3) =  

= Rx(3,1) –8.6523e-05 –0.019705 –0.16017 

x̂zr  –9.4816e-05 –0.020223 –0.17732 
ryz = Rx(2,3) =  

= Rx(3,2) 2.1234e-05 0.0072722 0.0942 

ŷzr  2.5281e-05 0.007827 0.10554 
B(x, %) 125 379.3307 590.8908 
B(y, %) 104.1096 144.3916 249.7734 
B(z, %) 95.9459 38.018 426.7046 

0 3 м;z = +  0   17 ;α = + °  0    7 ;β = + °  0    8 .γ = + °  Раз-
мер скользящего окна для расчета корреляци-
онной матрицы примем M = 7, число первич-
ных измерений при оценивании начального 
приближения K = 40. Будем находить последо-
вательность оценок координат цели для 
N = 100 последовательных дискретных момен-
тов времени. Для расчета статистических ха-
рактеристик методом математического моде-
лирования будет использован ансамбль реали-
заций объемом S = 10 000. 

В случае использования алгоритма CMKF 
для оценки априори неизвестных компонент 
скорости использовался метод оценки на осно-
ве линейной регрессии координатных измере-
ний в скользящем окне. 

Вариант 1. Алгоритм прямого пересчета коор-
динат в глобальную декартову систему координат 
по формулам (1) без учета компенсации СКО пер-
вичных измерений     0;   0;  0 .( )R α βσ = σ = σ =  

Формируется последовательность измерений 
( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 2, , , , , , ..., , , .N N Nx y z x y z x y z         

Вариант 2. Алгоритм пересчета коорди-
нат в глобальную декартову систему коор-
динат с использованием компенсации си-
стематической ошибки, рассчитанной по 
формулам (1), с учетом компенсаций СКО 
первичных измерений     .(  0,   0,      )0R α βσ > σ > σ >  

Формируется последовательность измерений 
( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , , , ... , , , .N N Nx y z x y z x y z  

Вариант 3. Алгоритм (CMKF), в котором 
начальное приближение для координат целей и 
соответствующая ему корреляционная матрица 
оцениваются исходя из линейной регрессии 
координатных измерений. Приведем основные 
соотношения для алгоритма CMKF. 

При наличии текущих измерений , Rxx  и экс-
траполированных оценок / 1i i−x и , / 1i iR −x  уравне-

ния калмановской фильтрации в каноническом 
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виде записываются следующим образом [17, 18]: 

( )
( )

( )

1т т
, / 1 , / 1

/ / 1 / 1

, / , / 1

;

;

.

i i i i

i i i i i i

i i i i

K R H HR H R

K H

R I KH R

−
− −

− −

−

= +

= + −

= −

x x x

x x

x x x x  

Экстраполяция уравнений фильтрации на сле-
дующий шаг выполняется по правилу: 

1/ /
т

, 1/ , /

;

,
i i i i

i i i i

F

R FR F Q
+

+

=

= +x x x

x x
 

где H – матрица преобразования в стандартной 
записи фильтра Калмана; I – единичная матрица; 
F – матрица экстраполяции на следующий шаг: 

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

.
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

T
T

T
F

 
 
 
 

=  
 
 
 
    

В частном случае для архитектуры алго-
ритма CMKF матрица H является единичной и 
совпадает с матрицей I, но в общем случае это 
не так. Матрица Qx необходима для регуляри-
зации корреляционной матрицы и обеспечения 
устойчивости процедуры фильтрации. Она вы-
бирается в зависимости от используемого 
стандарта вычислений с плавающей точкой: 

4 4 4 5 5 5diag{1 10 ,1 10 ,1 10 ,5 10 ,5 10 ,5 10 }.

Q
− − − − − −

=

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
x  

Начальное приближение для CMKF рас-
считывается как результат усреднения пози-
ции и корреляционной матрицы исходя из ли-
нейной регрессии [22] в скользящем окне раз-
мера K. В последовательности измерений 
( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 2, , , , , ,..., , , ,..., , , ,K K K N N Nx y z x y z x y z x y z          

взятых в моменты времени { }1 2, ,..., ,..., ,K Nt t t t  
первые K измерений используются для расчета 
первичного измерения по формулам 

1 1 1
2

2

1 1

;

K K K
i i i i

i i i
x

K K
i i

i i

K t x t x

v

K t t

= = =

= =

    
−    

    
    =

   
−   

   
   

∑ ∑ ∑

∑ ∑


 

 

 
1 1

1 ;
K K

x i x i
i i

b x v t
K = =

    
= −    

        
∑ ∑

 

  

(4)
 

2

2

1 1 1

2 2 2

1 1

1
1

2 2

2 ;

x

K K K
i x i i x i

i i i

K K
x i x x i x

i i

K

y v x y b y

v x v b x Kb

= = =

= =

σ = ×
−

     
× − − +     
          

   
+ + +    

        

∑ ∑ ∑

∑ ∑



 

   

   

 

 

( )
2

2 2 2

1 1
.

x

K K
x i iv

i i
K K x x

= =

     σ = σ −       
    
∑ ∑





   

где xv


и xb


 – коэффициенты линейной аппрок-
симации ( xv



– оценка скорости; xb


 – смещение). 
Соотношения (4) для x-координаты будут ана-

логичны и для y, z-координат. Значения квадратов 

ошибок 2 ,xσ 
2 ,yσ 

2 ,zσ 
2 ,

xvσ


2 ,
yvσ


2
zvσ


будут исполь-

зованы как диагональные элементы корреляцион-
ной матрицы ,1/0.Rx  Начальное приближение 

1/0x  и корреляционная матрица ,1/0Rx  будут рас-

считаны по формулам 

( ) ( ) ( )

{ }

1/0
т

2 2 2 2 2 2
,1/0

,

diag , , , , , .
x y z

x K x y K y z K z x y z

x y z v v v

v t b v t b v t b v v v

R Q

=

 = + + + 

= σ σ σ σ σ σ +x x

x

  

       

   



 

В качестве последующих оценок коорди-
нат, скоростей и корреляционных матриц пе-
редаются оценки, получаемые линейной ре-
грессией соответствующих координат, где 

параметры , ,x iv
  , ,y iv

  , ,z iv
  

2
, ,x iσ
  

2
, ,y iσ
  

2
, ,z iσ
  

,
2 ,

x ivσ
  ,

2 ,
y ivσ
  ,

2
z ivσ


 рассчитываются в сколь-

зящем окне размера K: 

{ }, , ,

т
, , ,

2 2 2 2 2 2
, , , ,

;

diag σ ,σ ,σ ,σ ,σ ,σ .
x i y i z i

i i i i x i y i z i

i x i y i z i v v v

x y z v v v

R

=   

=x

x

  

  

   

   

 

Вариант 4. Алгоритм CMKF, в котором 
начальное приближение для координат целей и 
соответствующая ему корреляционная матрица 
оцениваются исходя из линейной регрессии ко-
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ординатных измерений для первых K измерений
( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , , , ..., , ,K K Kx y z x y z x y z с ком-

пенсацией систематической ошибки, получае-
мой по формулам (1). Начальное приближение 
и корреляционная матрица ошибок измерений 
вычисляются по формулам 

( ) ( ) ( )

{ }ˆ ˆ ˆ

т
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ1/0

2 2 2 2 2 2
ˆ ,1/0 ˆ ˆ ˆ

ˆ ;

diag , , , , , .
x y z

x K x y K y z K z x y z

zx y v v v

v t b v t b v t b v v v

R Q

 = + + + 

= σ σ σ σ σ σ +x x

x

 

В качестве последующих оценок коорди-
нат, скоростей и корреляционных матриц ис-

пользуются параметры ˆ, ,x iv  ˆ, ,y iv  ˆ, ,z iv  
2
ˆ, ,x iσ

 
2
ˆ, ,y iσ

 
2
ˆ, ,z iσ

 ˆ,
2σ ,

x iv  ˆ ,
2 ,

y ivσ  ˆ,
2σ

z iv  
в скользящем 

окне размера K. При этом получаются оценки 
координат и корреляционной матрицы: 

{ }ˆ ˆ ˆ, , ,

т
ˆ ˆ ˆ, , ,

2 2 2 2 2 2
ˆ , ˆ ˆ ˆ,, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ;

diag , , , , , .
x i y i z i

i i i i x i y i z i

i z ix i y i v v v

x y z v v v

R

=   

= σ σ σ σ σ σx

x
 

Вариант 5. Алгоритм CMKF, для которого 
в качестве начального приближения использу-
ется линейная регрессия оценок координат
( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , , , ..., , ,K K Kx y z x y z x y z  с ком-

пенсацией систематической ошибки, получае-
мой по формулам (1), а в качестве начального 
значения корреляционной матрицы использу-
ется усреднение первых K оценок корреляци-
онных матриц: 

( ) ( ) ( )

1/0
т

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ,1/0 ,
1

ˆ

;

1 ;

x K x y K y z K z x y z

K
i

i

v t b v t b v t b v v v

R R
K =

=

 = + + + 

= ∑x x

x

 

ˆ,

ˆ ,

ˆ,

, , ,

, , ,

, , ,
2

ˆ ,

2

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

.0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

x i

y i

z i

xx i xy i xz i

xy i yy i yz i

xz i yz i zz i

i v

v

v

r r r

r r r

r r r

R

 
 
 
 
 
 

= σ 
 
 σ
 
 

σ 
 

x  

В качестве последующих измерений ис-
пользуется последовательность оценок коор-
динат с компенсацией систематических оценок 
и соответствующие им недиагональные корре-
ляционные матрицы  

( ) ( ){
( )}

ˆ ˆ, 1 1 1 , 1

ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , , , , , ,...

ˆ ˆ ˆ..., , , , .

K K K K K K K K

N N N N

x y z R x y z R

x y z R

+ + + +x x

x
 

Усреднение корреляционных матриц на по-
следующих шагах алгоритма не производится. 

Вариант 6. Алгоритм CMKF, для которого 
начальное приближение используется как ре-
зультат процедуры несмещенного преобразо-
вания с помощью усреднения нескольких не-
диагональных корреляционных матриц в окне 
размера K, аналогично случаю 5. Однако в 
качестве последующих значений недиаго-
нальной корреляционной матрицы ˆRx (струк-
тура матрицы аналогична случаю 5) использу-
ется усредненное значение корреляционной 
матрицы для последних M корреляционных 
матриц в скользящем окне. В процессе филь-
трации используется следующая последова-
тельность измерений: 

ˆ ,
1

1
ˆ ,

2
1 1 1

ˆ ,
1

ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ, , , ,...

ˆ ˆ ˆ..., , , , .

K
i

i K M
K K K

K
i

i K M
K K K

N
i

i N M
N N N

R
x y z

M

R
x y z

M

R
x y z

M

= − +

+

= − +
+ + +

= − +

  
  
  
    

  
  
  
    

  
  
  
    

∑

∑

∑

x

x

x

 

В случае 6 используются методы компен-
сации ошибок, линейная регрессия служит 
для получения начального приближения и 
оценивания скорости, а усреднение корреля-
ционных матриц производится в скользящем 
окне размера M. 

Результаты моделирования. Для сравне-
ния нескольких алгоритмов по показателю 
точности траекторного сопровождения рас-
смотрим средний нормализованный квадрат 
ошибки ANEES (Average Normalized Estimation 
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Error Squared)[14, 20]. Данный показатель поз-
воляет получить единую оценку качества тра-
екторной фильтрации в случае многомерного 
вектора оцениваемых параметров. Для реали-
зации ансамбля из S повторений по Монте-
Карло расчет нормализованного квадрата 
ошибки для вектора ix  размерности 3 будет 
выглядеть следующим образом: 

( ) ( )т 1
, , ,

1

1 ˆ ˆANEES ,
3

S
i i s i i i s i

s
P

S
−

=
= − −∑ xx x x x  

где i – индекс дискретного отсчета времени 
(i = 1, 2, …, N); ,ˆ i sx  – оценка вектора состояния 

цели, получаемая для конкретной реализации 
алгоритма траекторной фильтрации в дискрет-
ный момент времени i для ансамбля с номером 
s. В качестве матрицы Px  предлагается исполь-
зовать корреляционную матрицу, соответству-
ющую нижней границе Рао–Крамера, которую 
можно рассчитать, используя соотношение 

 ( ) 1т 1 т ,R N N N RP M H R H M
−−=x   (5) 

где матрица производных ( )n nH dh dx= x
должна быть рассчитана для традиционного 
уравнения первичных измерений в сфериче-
ской системе координат без учета разворотов и 
положения радара [23]. Соотношение (5) со-
держит классический расчет теоретической 
корреляционной матрицы, которая затем 
умножается на матрицу вращения RM . 

На рис. 2 приведены графики ANEES в за-
висимости от дальности до удаляющейся с те-
чением времени цели, где каждый из случаев 
отмечен соответствующей цифрой. Рис. 2, а, б, в 
соответствуют разным масштабам графиков 
ANEES. Для отображения алгоритмов получе-
ния оценок скорости и корреляционной матри-
цы в легенде графиков введены обозначения: 
LS – использование линейной регрессии; conv –
использование измерений или корреляционных 
матриц с компенсацией систематических оши-

 

Рис. 2. Графики изменения ANEES при траекторном движении цели:  
а – начальный участок траектории; б, в – конечный участок траектории 

Fig. 2. Graphs of the change in ANEES during the trajectory movement of the target:  
а – initial section of the trajectory; б, в – final section of the trajectory 
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бок; wind – использование скользящего окна 
при вычислении корреляционной матрицы. 

Стоит отметить, что систематические ошибки 
оценивания координат возрастают с увеличе-
нием дальности наблюдаемого объекта по при-
чине увеличения СКО ошибок измерения угло-
вых координат на большой дальности. 

Варианты 1 и 2 различаются по критерию 
ANEES несущественно. Случаи 1 и 2 не ис-
пользуют механизмы траекторного сглажива-
ния в отличие от случаев 3–6, предполагающих 
траекторное сопровождение движущейся цели. 
На начальном участке траектории или при не-
больших значениях СКО первичных измерений 
методы прямого расчета координат могут 
обеспечивать более высокую точность по срав-
нению с фильтровыми алгоритмами CMKF 
ввиду того, что все фильтровые алгоритмы ха-
рактеризуются переходным процессом, кото-
рый сопровождается постепенным повышени-
ем точности. Данное обстоятельство открывает 
дополнительные возможности для построения 
многомодельных алгоритмов фильтрации [24]. 

В случаях 3–6 для измерения скорости ис-
пользуется скользящее окно достаточно боль-
шого размера (30–40 отсчетов), существенно 
превышающего окно для формирования 
начального приближения или усреднения оце-
нок корреляционной матрицы .Rx  Моделиро-
вание траектории производится в предположе-
нии о равномерном прямолинейном характере 
движения цели, и при увеличении размера 
скользящего окна получаются более точные 
оценки скоростей. Поэтому те элементы корре-
ляционной матрицы ,Rx  которые относятся к 
ошибкам оценивания скорости, уменьшаются 
со временем и вносят все меньший вклад в ре-
зультирующую точность оценивания коорди-
нат. Таким образом, взаимные корреляционные 
моменты по координатам в большей степени 
влияют на точность оценивания координат це-
ли. Размер окна усреднения корреляционной 
матрицы Rx  выбирается небольшим, чтобы 
учитывать изменяющийся характер этой мат-
рицы в зависимости от дальности до цели. 

Из полученных графиков видно, что приме-
нение предложенного алгоритма получения не-
смещенных оценок первичных измерений коор-

динат цели при переходе из локальной сфериче-
ской системы координат радара в глобальную 
декартову систему, в которой осуществляется 
траекторное сопровождение, позволяет значи-
тельно снизить влияние ошибок измерений на 
точность определения координат целей. При 
этом ключевую роль играют 3 фактора: учет 
СКО ошибок первичных измерений в (1), ис-
пользование оценки недиагональной корреляци-
онной матрицы первичных измерений и усред-
нение оценки этой матрицы в скользящем окне. 

Заключение. Преобразование координат с 
компенсацией систематических ошибок нели-
нейного преобразования из локальной сфериче-
ской системы координат в глобальную декартову 
систему координат может повысить точность 
расчета координат в 2…7 раз по сравнению со 
случаем простого нелинейного преобразования. 
Основным результатом работы является обобще-
ние известных ранее выражений компенсации 
ошибок для случая произвольного размещения 
радара с возможностью оценки корреляционной 
матрицы, которая представлена в глобальной 
декартовой системе координат. Полученные вы-
ражения можно использовать для расчета не-
смещенных оценок координат при произвольном 
расположении радара и известных координатах и 
углах разворота радара. 

По сравнению с традиционными методами 
оптимальной траекторной фильтрации первич-
ных измерений (EKF), которые требуют накоп-
ления нескольких обзоров первичных измере-
ний, интересным преимуществом предлагаемо-
го метода преобразования координат является 
возможность получения более точных оценок 
вектора координат цели и его корреляционной 
матрицы только из одного обзора. 

Математическое моделирование показало, 
что использование преобразования с компенса-
цией систематических ошибок позволяет обеспе-
чивать более точные оценки в глобальной декар-
товой системе координат только в том случае, 
если ошибки первичных измерений являются 
существенными. Это наблюдается при увеличе-
нии дальности до цели, когда точность измере-
ний снижается из-за уменьшения отношения 
сигнал-шум. Когда отношение сигнал-шум вели-
ко и ошибки первичных измерений малы, не-
смещенное преобразование не обеспечивает су-
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щественного повышения точности по сравнению 
с простым способом пересчета координат. 

С практической точки зрения наилучшие ре-
зультаты по критерию точности траекторной 
фильтрации показал вариант реализации алгорит-
ма CMKF, в котором в качестве начального при-
ближения оцениваемого вектора используется 
результат процедуры несмещенного преобразова-

ния, в качестве начального приближения корреля-
ционной матрицы используется усреднение не-
скольких недиагональных корреляционных мат-
риц в скользящем окне, а в качестве последующих 
передаваемых значений корреляционной матрицы 
применяется усредненное значение корреляцион-
ной матрицы для нескольких последних корреля-
ционных матриц в скользящем окне. 
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