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Аннотация 
Введение. Одним из подходов к анализу сложных конструкций радиоэлектронных средств является подход, 
основанный на построении конечно-разностных моделей нестационарных процессов в конструктивных эле-
ментах. Цель создания подобного рода моделей – получение удобного и простого в использовании алгоритма 
расчета основных прочностных характеристик объекта, таких, как перемещения, деформации и напряжения. 
Основой для разработки алгоритма служит взаимосвязь между физическими моделями, представленными в 
виде дискретных структур, и их расчетными схемами. Поскольку основные конструктивные элементы ра-
диоэлектронных средств отличаются значительным превышением двух координат (ширина, высота) над 
толщиной, процесс расчета связан с определенными трудностями, выраженными в значительном объеме 
вычислений при равных шагах дискретизации по всем координатам либо в снижении точности расчетов при 
различных значениях шага. 
Цель работы. Исследование и разработка подхода к прочностной оценке круговых цилиндрических оболо-
чек при динамических внешних воздействиях. 
Материалы и методы. Использование метода конечных разностей позволяет осуществить переход от урав-
нений динамического равновесия в дифференциальной форме к разностной форме. 
Результаты. Предложена методика расчета напряженно-деформированного состояния оболочки с исполь-
зованием конечно-разностных моделей. Полученная явная разностная схема позволяет изменять граничные 
и начальные условия, а следовательно, автоматизировать процесс вычислений. На конкретном примере рас-
смотрена реализация предложенной методики для случая непрерывно действующей пульсирующей цилин-
дрической волны, деформирующей оболочку. 
Заключение. Показано, что предложенная методика позволит в дальнейшем проводить анализ сложных кон-
струкций за счет совершенствования расчетных моделей и включения дополнительных условий и характеристик, 
а также может стать основой для проектирования модулей инженерных расчетов радиоэлектронных средств. 
Ключевые слова: математическое моделирование, перемещения, оболочка, разностная схема, теория упру-
гости, динамическое воздействие, переменные напряжения, перемещения 
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Abstract 
Introduction. One approach to the analysis of complex structures of radioelectronic equipment is based on the 
construction of finite-difference models of non-stationary processes in structural elements. Such models are 
aimed at obtaining a convenient and easy-to-use algorithm for calculating the main strength characteristics of an 
object, such as displacements, deformations, and stresses. The basis for developing such an algorithm is the rela-
tionship between physical models presented in the form of discrete structures and their calculation schemes. 
Since the main structural elements of radioelectronic equipment are distinguished by a significant excess of two 
coordinates (width and height) over thickness, the calculation process is associated with certain difficulties. These 
are expressed in a significant volume of calculations with equal discretization steps for all coordinates, or in a 
decrease in the accuracy of calculations with different step values. 
Aim. Research and development of an approach to strength assessment of circular cylindrical shells under dynamic 
external disturbances. 
Materials and methods. The finite difference method was used to transfer from the equations of dynamic equilibri-
um in differential from to those in difference form. 
Results. A method for calculating the stress–strain state of a shell using finite difference models is proposed. The re-
sulting explicit difference scheme allows changing the boundary and initial conditions, thus enabling automatization of 
the calculation process. A specific example is used to consider the implementation of the proposed method for the case 
of a continuously acting pulsating cylindrical wave deforming the shell. 
Conclusion. Future research can use the proposed method  to analyze complex structures by improving the calcula-
tion models and including additional conditions and characteristics, thereby forming the basis for designing modules 
for engineering calculations of radioelectronic equipment. 
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Введение. Вопросам динамического расчета 
оболочек посвящено небольшое количество спе-
циальной литературы. В основном в этих работах 
рассматриваются свободные колебания замкну-
тых оболочек, металлических труб и т. д. [l, 2]. 

При проектировании радиоэлектронных 
средств важными являются вопросы прочности 
конструкции при действии внешних механиче-
ских воздействий. Анализ отклика конструкции 
в целом и ее составных частей позволяет на 
этапе проектирования вносить изменения в из-
делие для предотвращения разрушения и отка-

за на этапе эксплуатации [3–8]. В статье рас-
смотрены некоторые вопросы прочностного 
расчета на примере круговых цилиндрических 
оболочек, находящихся под воздействием пе-
риодических внешних возмущений. 

Материалы и методы. Как правило, статиче-
ский и динамический расчет оболочек строится 
либо на прямом интегрировании известных диф-
ференциальных уравнений теории упругости, ли-
бо на применении вариационных методов [l, 2, 9]. 

При разработке алгоритма и методики автома-
тизированного расчета появляется необходимость 
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выбора численного метода решения задачи. В та-
ких случаях удобно использовать метод конечных 
разностей, основанный на замене частных произ-
водных, входящих в дифференциальные уравне-
ния равновесия, их разностными аналогами [10]. 

В описываемой работе исходные уравнения 
динамического равновесия выведены из физи-
ческих представлений непосредственно в раз-
ной форме. 

Такой подход позволяет более полно учесть 
свойства, связанные с геометрией конечного 
элемента, и дает возможность точнее аппрок-
симировать напряженно-деформированное со-
стояние упругого тела. 

Рассмотрим круговую цилиндрическую 
оболочку с внутренним радиусом е и внешним 
радиусом f. Материал оболочки изотропен, 
например сталь. 

В цилиндрической системе координат r, φ, z 
выделим конечный элемент из стенки оболочки 
(рис. 1) и все силы, действующие на элемент, 
спроектируем на направление радиуса r, пер-
пендикуляра к радиусу V и на ось z с учетом 
инерционной составляющей. 

Получим 3 уравнения динамического рав-
новесия в конечно-разностной форме в напря-
жениях: 
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Рис. 1. Схема составления уравнений равновесия 
Fig. 1. Scheme of composition of equilibrium equations 
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где i iσ
 
– нормальные напряжения; ijσ – каса-

тельные напряжения; , ,r zh h hϕ  – размеры эле-

мента (в дальнейшем – координатные шаги 
сетки на рис. 2); , ,r V za a a  – проекции ускоре-
ния на направления r, V и z соответственно;  
r – радиус; ρ – плотность вещества. 

По внутренней поверхности оболочки мо-
делируется непрерывно действующая цилин-
дрическая волна деформаций, пульсирующая 
по закону 0 sin ,ru U t= ω  где ru  – перемещения 
точек в направлении радиуса; 0U = 10 мкм; ω – 
частота внешних возмущений (выбирается 
близкой частоте собственных колебаний обо-
лочки на первой гармонике). 

Подобный характер нагружения позволяет 
свести задачу к одномерной. Из трех уравнений 
системы (1) остается первое, которое имеет вид 
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(2)

 

Для проведения вычислений и с учетом ха-
рактера граничных условий данный алгоритм 
удобнее представить в перемещениях. 

Выражения напряжений через деформации 
можно записать для данного случая следую-
щим образом: 
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где λ и μ – постоянные Ламе; ,rrε  ϕϕε  – отно-

сительные деформации конечного элемента в 
направлениях r и V, отнесенные к центру его 
граней (точки а, b, с, d на рис. 2). 

Деформации центров граней можно выра-
зить через перемещения окружающих узлов, 
например (рис. 2): 
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 Подставив (4) в (3), а затем в (2) и предста-
вив правую часть (2) в виде 
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где τ – шаг по времени, после соответствую-
щих преобразований получим искомый алго-
ритм счета в виде рекуррентного соотношения 
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где безразмерные коэффициенты А, В, С имеют 
вид 
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Соотношение (5) с учетом граничных и 
начальных условий представляет собой явную 
разностную схему, которая весьма удобна при 
реализации решения на любом языке програм-
мирования: она проста, обеспечивает мини-
мально возможный объем вычислений, позво-
ляет просто вводить начальные и граничные 
условия [11] и дает возможность легко органи-
зовать вычислительный процесс [12]. 

Однако при использовании явной схемы для 
решения задачи возникает вопрос о ее устойчи-
вости и о том, какими критериями пользоваться, 
чтобы получить устойчивую разностную схему. 

В описываемой работе исследована возмож-
ность применения критерия так называемого ди-
намического упреждения к разностным уравне-
ниям с переменными коэффициентами (5). Суть 
критерия заключается в том, что "скорость расче-
та" по разностной схеме, выражаемая соотноше-
нием ,h τ  принимается большей или равной 
скорости распространения упругих волн в дан-

ной среде. Отношение h τ  определяет макси-
мальную скорость распространения возмущений, 
которую может обеспечить явная схема. Поэтому 
условно ее называют "скоростью расчета". 

Результаты. Решение проводилось для обо-

лочки с размерами 318 10е −= ⋅ м; 342 10f −= ⋅ м. 

Шаги сетки по координатам 32 10rh −= ⋅ м; hϕ =  

15= °  (рис. 2). Физические свойства материалов 
соответствуют коррозийно-стойкой стали. Шаг по 
времени выбирался исходя из вышеуказанного кри-
терия: скорость цилиндрических волн расширения 
в упругой среде определяется формулой [13] 

1
2 ;c λ + µ

=
ρ

 

при известных λ, ρ и μ для стали получаем 

1
м5852 .
с

c =  

Положим, что 2 2
1 рc = υ , где рυ  – "скорость 

расчета"; тогда 2 2
1 р 1,c Kυ = =  откуда найдем 

шаг по времени τ = 0.34153 мкс. 
Поскольку частота внешних возмущений ω 

близка к частоте собственных колебаний, период в 
первом приближении можно определить из форму-
лы: 1 2 ,Т l с=  где l – толщина оболочки [14, 15]. 

При 324 10l −= ⋅ м получаем 40.082051 10T −= ⋅ с. 

 

Рис. 2. Модель-сетка оболочки 
Fig. 2. Shellmeshmodel 
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Циклическая частота колебаний при этом 
составит ц 120 кГц,f =  а угловая частота ω =  

= 766 000 рад/с. 
При полученном τ на весь период прихо-

дится Т/τ = 24 шага по времени, т. е. 6τ на 
1/4 периода. 

Как видно из рис. 3, решение при таком со-
отношении скоростей получилось устойчивым. 

Примем 2 2
1 р ,c > υ  для чего возьмем на четверть 

периода колебаний 5 шагов по времени. Это 
дает τ = 0.4103 мкс. При этом отношение

2 2
1 рc υ  становится больше единицы: K = 1.44. 

На рис. 4 приведено решение для K = 1.44, из 
которого видно, что уже в третьем шаге вычис-
лений по времени решение становится не-
устойчивым. 

Весь расчет был произведен на 2 периода 
колебаний. Укрупненный алгоритм программы 
представлен на рис. 5. 

На рис. 6 представлены графики радиаль-
ных перемещений, из которых видно, что сину-
соидальные волны внешней нагрузки возбуж-
дают в оболочке низкочастотную резонансную 
волну (так как близка к частоте собственных 
колебаний), амплитуда которой растет в расши-
ряющейся области. Все это совпадает с теоре-
тическими выводами работы [9]. 

На рис. 7 представлен процесс возникнове-
ния и развития переменных радиальных 
напряжений в цилиндрической оболочке для 
моментов времени, равных 1/4 периода, 1/2 пе- 

 

Рис. 3. Устойчивое решение 
Fig. 3. Sustainable solution 
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Рис. 4. Неустойчивое решение 
Fig. 4. Unstable solution 
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Рис. 6. Радиальные перемещения 
Fig. 6. Radial movements 
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Рис. 7. Переменные напряжения 
Fig. 7. Variable stresses 
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 Рис. 5. Укрупненный алгоритм реализации 
Fig. 5. Extended implementation algorithm 

Массив граничных перемещений 

Массив коэффициентов A, B, C 

Массив ( )rU t − t  

Массив ( )rU t  

Массив ( )rU t + t  

Печать результатов 



Моделирование вибраций круговых цилиндрических оболочек радиоэлектронных средств 
Simulation of Circular Cylindrical Shell Vibrations in Radioelectronic Equipment 

Известия вузов России. Радиоэлектроника. 2025. Т. 28, № 6. С. 71–79 
Journal of the Russian Universities. Radioelectronics. 2025, vol. 28, no. 6, pp. 71–79 

77 

риода, 3/4 периода и 1 периоду. Для вычисле-
ния напряжений использовались значения пе-
ремещений из рис. 6. 

Заключение. Используемые соотношения 
можно перенести на реальные радиоэлектрон-
ные блоки с толщиной стенок, меньшей диа-
метра цилиндра. Полученные решения позво-
ляют рассчитывать нестационарные процессы 
в круговых цилиндрических оболочках и та-

ким образом оценить вибропрочность на ста-
дии проектирования изделия. Разработанная 
методика позволит в дальнейшем проводить 
анализ сложных конструкций за счет совер-
шенствования расчетных моделей и включе-
ния дополнительных условий и характери-
стик, а также стать основой для проектирова-
ния модулей инженерных расчетов радиоэлек-
тронных средств.  
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