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Аннотация 
Введение. Современные сложные системы с сетевой структурой характеризуются пространственно-временной дол-
говременной зависимостью потоков. Существующие модели теории массового обслуживания, основанные на пред-
положениях о стационарности и взаимной статистической независимости флуктуаций интенсивности входящих 
потоков, существенно недооценивают реальные задержки. 
Цель работы. Разработка усовершенствованной модели оценки задержек агрегированного трафика в высо-
конагруженных сетях с учетом статистических характеристик взаимосвязей между флуктуациями активно-
сти в узлах и каналах сети. 
Материалы и методы. Применен суперстатистический подход для аналитической коррекции формулы 
Кингмана при оценке времени ожидания на основе вычисления коэффициентов вариации интенсивностей 
поступления и взаимных корреляций между интенсивностями трафика, сформированного различными узла-
ми. Для оценки характеристик агрегированного трафика использованы аналитически полученные аппрокси-
мации плотностей вероятности распределения задержки q-экспоненциальными распределениями, результа-
ты которых подтверждаются данными имитационного моделирования агрегированного трафика. Дополни-
тельно выполнена валидация предложенных оценок на примере анализа эмпирических данных трафика ма-
гистральной академической сети MAWI. Длительность анализируемых временных сегментов трафика была 
адаптирована для адекватного сравнения результатов для модельных и эмпирических данных, при этом ин-
тегральные статистики построены на основе результатов анализа нескольких полносуточных записей. 
Результаты. Разработана аналитическая модель для оценки задержек в агрегированном трафике, учитывающая 
коэффициенты вариации интенсивности поступления и взаимные корреляции интенсивностей трафика, исходя-
щего от различных узлов сети. Показано, что аналитическая оценка распределения задержек дает промежуточный 
результат между оценками, получаемыми при использовании двух схем моделирования. Это обусловлено прева-
лированием ошибок дискретности или конечности выборки данных в зависимости от схемы моделирования. 
Заключение. Применение суперстатистического подхода для учета статистических взаимосвязей позволяет уточ-
нить оценки времен запаздывания в высоконагруженных сетях на основе подстановки скорректированных харак-
теристик агрегированного трафика в формулу Кингмана, что позволяет уточнить оценки задержек в сложных 
технических системах с сетевой структурой. 
Ключевые слова: нестационарный интернет-трафик, системы массового обслуживания, суперстатистиче-
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Abstract 
Introduction. Modern complex systems with a network structure are characterized by spatial and temporal long-term 
dependence of flows. The existing models of mass service theory based on the assumptions of stationarity and mutual 
statistical independence of fluctuations in the intensity of incoming flows significantly underestimate real delays. 
Aim. Development of an improved model for estimation of aggregated traffic delays in highly loaded networks taking into 
account statistical characteristics of interrelations between activity fluctuations in nodes and channels of the network. 
Materials and methods. A superstatistical approach is applied to analytically correct the Kingman formula for 
estimating the waiting time based on the calculation of the coefficients of variation of arrival intensities and mu-
tual correlations between the intensities of the traffic generated by different nodes. Analytically obtained approx-
imations of probability densities of delay distribution by q-exponential distributions are used to estimate the 
characteristics of aggregated traffic, the results of which are confirmed by the data of simulation modeling of 
aggregated traffic. In addition, the validation of the proposed estimations is performed on the example of analyz-
ing empirical traffic data of the MAWI academic backbone network. The duration of the analyzed time segments 
of the traffic was adapted to adequately compare the results for model and empirical data, with integral statistics 
constructed based on the results of the analysis of several full-day records. 
Results. An analytical model for estimating delays in aggregated traffic was developed, taking into account the coef-
ficients of variation of arrival intensities and mutual correlations of traffic intensities originating from different 
nodes in the network. The analytical estimation of delay distribution was shown to give an intermediate result be-
tween the estimations obtained by using two modeling schemes, which is caused by the prevalence of errors of dis-
creteness or finiteness of data sampling depending on the modeling scheme. 
Conclusion. The application of the superstatistical approach to account for statistical interrelationships allows the 
estimates of delay times in highly loaded networks to be clarified on the basis of substituting the adjusted character-
istics of aggregated traffic into the Kingman formula, thus providing more detailed estimates of delays in complex 
engineering systems with a network structure. 
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Введение. Многопользовательские инфор-
мационные системы играют ключевую роль в 
современном мире, при этом одной из главных 
проблем становится время запаздывания при 
передаче данных. Задержки пакетов включают 

постоянную и переменную составляющие, сре-
ди которых особое значение имеет задержка 
маршрутизации. Для оптимизации работы теле-
коммуникационных систем применяется теория 
массового обслуживания, анализирующая эф-
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фективность систем массового обслуживания 
(СМО). Этот подход, основанный на моделиро-
вании очередей, применяется в различных обла-
стях, подчеркивая его универсальность. 

Математические модели СМО успешно при-
меняются уже более века, начиная с работ Эрлан-
га [1]. Дальнейшие исследования Поллачека, 
Хинчина, Кингмана, Маршала, Крамера и Лан-
генбаха–Бельца [2–6] развивали модели СМО, 
опираясь при этом на базовое допущение о ста-
тистической независимости поступающих требо-
ваний. Современные исследования указывают на 
чрезмерную упрощенность данного предположе-
ния, что приводит к ошибкам в оценке характе-
ристик сложных сетей [7–10]. В связи с этим рас-
тет потребность в разработке новых аналитиче-
ских и имитационных методов, которые учиты-
вали бы флуктуации интенсивностей поступле-
ний, в том числе авто- и взаимные корреляцион-
ные свойства их интенсивностей на различных 
узлах – источниках трафика [15–19]. 

Отход от допущения о независимости про-
является возрастающими флуктуациями агреги-
рованного трафика и временной кластеризацией 
поступлений в нем, что, в свою очередь, приво-
дит к увеличениям задержек, которые не учиты-
ваются классическими моделями СМО [20, 21]. 
Современные методы статистического анализа, 
компьютерного моделирования и хеширования 
данных позволяют оценить вклад взаимных 
корреляций и получить параметры соответству-
ющей статистической модели [22–25].  

В статье представлены результаты аналити-
ческой оценки характеристик эффективности 
СМО на основе суперстатистического подхода, 
учитывающего как краткосрочную динамику на 
основе классических моделей СМО с пуассонов-
скими в локальных временных сегментах пото-
ками, так и долговременные флуктуации интен-
сивности поступлений с использованием недавно 
предложенных авторами расчетных схем [11–14]. 
В указанных работах выполнена оценка влияния 
долговременной динамики флуктуаций и пред-
ложены поправки к оценкам длин очередей и 
времен ожидания на основе анализа интерваль-
ных распределений [26]. В свою очередь, в опи-
сываемой работе основное внимание уделяется 
расширению вышеупомянутого подхода для 
случая учета взаимных корреляций между мо-

делями активности в различных узлах – источ-
никах трафика. Показано, как флуктуации ин-
тенсивностей поступлений в отдельных узлах 
трансформируются в параметры времен ожида-
ния в агрегированных распределениях трафика. 

Теоретическое обоснование. Простейшая 
классическая модель СМО характеризуется де-
терминированным временем между поступле-
ниями τ и постоянной продолжительностью 
обслуживания обс.T  В рамках этой схемы при 
известном τ достаточно поддерживать обсT  не-
сколько меньшим ( обсT τ  для одноканальной 
СМО или обсT kτ  для многоканальной СМО 
с k каналами), чтобы избежать ожидания об-
служивания. Этот сценарий D D k  по Кендал-
лу [28] применим только к простым процессам, 
например таким, как производство идентичных 
деталей или передача по каналу связи стандарт-
ных сообщений фиксированной длины. 

Если в многопользовательских сетях дина-
мика поступлений определяется не заданным 
производственным регламентом или алгорит-
мом распределения вычислительных задач, а 
совместным поведением большого количества 
людей, время между прибытиями τ в общем 
случае оказывается случайной величиной. Это 
приводит к возникновению очередей при ма-
лых интервалах между поступлениями даже 
при достаточной в среднем пропускной спо-
собности системы. Таким образом, времена 
ожидания очT  и обслуживания обсT  в этих 
случаях также оказываются случайными вели-
чинами. В рамках допущений, сформулиро-
ванных Эрлангом [1], процессы поступления и 
обслуживания описываются стационарными 
пуассоновскими потоками с экспоненциаль-
ными распределениями, каждое из которых 
имеет единственный свободный параметр – 
интенсивности поступления и обслуживания 
соответственно. Тогда в k-канальной СМО, 
каналы которой для равномерности загрузки 
работают поочередно, время между поступле-
ниями для каждого отдельного канала описы-
вается распределением Эрланга порядка k. Его 
обобщением является гамма-распределение  
(Г-распределение), которое при больших k 
асимптотически стремится к гауссовскому. 
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Дальнейшие теоретические обобщения в 
основном рассматривали случаи неэкспонен-
циальных распределений времен между по-
ступлениями и длительностей обслуживания. 
Это соответствует обобщенной модели G G k  
[2–4], в рамках которой τ и обсT  характеризу-
ются помимо средних значений их дисперсия-
ми. При фиксированной пропускной способно-
сти узла c время обслуживания обсT v c=  ли-
нейно зависит от объема передаваемых данных v. 
В связи с этим флуктуации обсT  прямо пропор-
циональны флуктуациям v, которые для обес-
печения масштабируемости модели обычно 
нормируются к их средним значениям, и в рам-
ках формализованного описания используют 
коэффициенты вариации τρ  и vρ . Хотя были 
предложены расширенные модели распределе-
ний времени поступления и обслуживания [5, 6], 
они либо игнорировали временные и простран-
ственные модели памяти, либо упрощали их до 
схем, учитывающих только кратковременную 
динамику поступлений [15–19].  

В современных информационных сетях, 
особенно на базе 5G и промышленного IoT, 
важна реализация концепции эффективной об-
щей пропускной способности. Эти сети часто 
являются программно-определяемыми (SDN) 
[29], где активность узлов и маршруты переда-
чи определяются адаптивно к текущим услови-

ям в сети на прикладном уровне TCP/IP. Таким 
образом, при моделировании SDN целесооб-
разно анализировать агрегированный поток 
трафика как с переменной интенсивностью по-
ступления требований, так и с переменной 
пропускной способностью канала обслужива-
ния. Обе характеристики описываются случай-
ными процессами. В некотором приближении 
модели можно упростить, полагая источники 
вариации интенсивности входного потока и 
пропускной способности канала обслуживания 
независимыми. Поскольку задержки в системе 
определяются суммарной дисперсией (в нор-
мированном выражении – суммарным коэффи-
циентом вариации), для рассмотренных ранее 
допущений они будут определяться суммой 
коэффициентов вариации, характеризующих 
неравномерность потока входящего трафика и 
неравномерность потока обслуживания в агре-
гированном канале с переменной эффективной 
пропускной способностью [27]. 

Рассмотрим простую сеть с N узлами, под-
ключенными к агрегированному каналу с 
ограниченной пропускной способностью c 
(например, LAN с подключением к ISP), пока-
занную на рис. 1.  

После агрегирования трафика модель сво-
дится к СМО типа G G 1 со случайными ин-
тервалами времени между поступлениями, 
каждый из которых характеризуется временем 

 

Рис. 1. Типичный пример топологии локальной вычислительной сети "звезда" 
Fig. 1. A typical example of a star local area network topology 
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прибытия it  и размером .iv  Последний про-
порционален времени обслуживания: 

обсi iT v c=  (рис. 2, a). На рис. 2, б показаны 

временные диаграммы нахождения в СМО 
первых 10 поступлений, где время ожидания 

ожT  в общем случае состоит из времени ожи-
дания в очереди очT  и времени обслуживания 

обсT  соответственно. В вырожденном случае, 
когда канал связи оказывается свободен в мо-
мент поступления (пример – первое и пятое 
поступления на рис. 2), оч 0T =  и, следова-
тельно, ож обс.T T=  

Для k-го поступления время ожидания в 
очереди до момента начала обслуживания 
можно оценить как 

оч ост обс
1

,
k k l

L

l
T T T

−
=

= + ∑  

где остT  – оставшееся время, необходимое для 

завершения текущего обслуживания, выполняемо-
го в момент поступления; L – длина очереди на 
момент поступления. Аналогично, время ожида-
ния от поступления до завершения обслуживания: 

ож оч обс ост обс
0

.
k k k k l

L

l
T T T T T

−
=

= + = + ∑  

Согласно закону Литтла [30] среднее время 
ожидания очT  пропорционально средней 

длине очереди L , и, таким образом, в среднем 

оч ост обс ост оч .T T T L T T U= + = +  

Тогда среднее время ожидания 

ост
оч ,

1
T

T
U

=
−

 

где 0U c c=  – коэффициент использования 
канала в предположении, что 0 i

i
c v TΣ=∑  – 

минимальная пропускная способность, необхо-

 

Рис. 2. Схема агрегирования трафика: а – поступления из трех различных узлов; б – в агрегированном канале 
поступления обслуживаются либо сразу (например, первое и пятое), либо ожидают в очереди до начала обслуживания; 

в – иллюстрация процедуры оценки времени ожидания при условии прибытия в случайное время 
Fig. 2. Traffic aggregation scheme: а – arrivals from three different nodes; б – aggregated incoming requests  

are either served immediately (example one and five) or queued for service;  
в – an illustration of the waiting time estimation procedure assuming arrival at a random time 
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димая для передачи всего объем трафика i
i

v∑  

за все время анализа TΣ . 
В свою очередь, полагая поступления про-

исходящими в случайные моменты времени, 
остT  можно определить, вычислив математиче-

ское ожидание остаточного времени ( ) ,R t  ко-
торое следует за процессом обновления, пред-
ставленным последовательностью функций, 
линейно убывающих от обсi

T  в начале обслу-

живания i-го поступления до нуля в момент его 
завершения (рис. 2, в), следующим образом: 

( )
( ) ( )

( )

( )2 2
обс обс

1
т

0
с

1
о

1 1' .
2 2

i i
t L t L t

i i

T TL tT R t dt
t t t L t= =

′= = =∑ ∑∫  

Поскольку при ( ) ,L tt Yt→∞ →  где Y – 

средняя интенсивность поступлений, 

( )
( )

( )
( )

2
обс 2

обс
1

.i
L t

i

TL t E T
t L t=

=∑  

Здесь ( )...E  – математическое ожидание. Тогда 
окончательно имеем 

( )2
обс

ост 2
E T

T Y=  

и, таким образом, [31] 

 
( )
( )

2
обс

оч .
2 1

YE T
T

U
=

−
  (1) 

Выражение (1), широко известное как форму-
ла Поллачека–Хинчина для времени ожидания, 
предполагает стационарные случайные поступ-
ления, но переменное время обслуживания 
M G 1 [2, 3]. Его также можно переписать в виде 

( )2
обс

оч
обс

1 .
1 2

E TUT
T U

=
−

 

Наконец, можно избежать прямого вычис-

ления второго момента ( )2
обс ,E T  заменив его 

на квадрат коэффициента вариации 2
vρ =  

( )
( )

( )
( )

2 2
обс

2 2
обс

,
E T E v

E T E v
= =  приведя выражение к виду 

2
оч обс .

1 2 1 2
v vU v UT T

U c U

 ρ ρ = =   − −   
 

Рассмотрим случай непуассоновских по-
ступлений, время между которыми описывает-
ся некоторым обобщенным распределением с 
двумя свободными параметрами. Считая, что 
флуктуации временных интервалов между по-
ступлениями и времен обслуживания статисти-
чески независимы, т. е. суммарная дисперсия 
равна сумме дисперсий, и то же самое верно 
для квадратов коэффициентов вариации, при-
ходим к известной формуле Кингмана [4] 

 

2 2
оч

2 22

0

1 2

,
1 2

v

v

v UT
c U

v U
c U

τ

τ

 ρ + ρ ≈ =  −   
   ρ + ρ

=   
−   

  

(2)

 

где τρ  и vρ  – коэффициенты вариации времен-
ных интервалов между поступлениями и дли-
тельностей обслуживания соответственно. 

Формула (2) показывает, что время ожи-
дания определяется тремя факторами: фикси-
рованным множителем, зависящим от средне-
го времени обслуживания обс ;T v c=  
множителем, связанным с коэффициентом 
использования канала ( )1 ,U U−  и множите-
лем, характеризующим интенсивность флук-

туаций характеристик трафика ( )2 2 2.vτρ + ρ�  
При этом задержки определяются исключи-
тельно суммарной дисперсией, в которую 
входят как характеристики входного потока, 
связанные с нерегулярным обращением поль-
зователей к сетевым ресурсам, так и обуслов-
ленные возможной нестабильностью со сто-
роны системы обслуживания. 

Аналитический подход. Теперь предполо-
жим, что трафик, генерируемый узлами, под-
ключенными к одному агрегированному каналу 
с ограниченной пропускной способностью c, 
имеет взаимные корреляции, характеризуемые 
корреляционной матрицей .ijR R=     Суммар-

ная интенсивность трафика 0 фл ,Y Y Y= +  где 

0Y C=  – стационарный пуассоновский поток с 
фиксированной интенсивностью, а флY  характе-
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ризует случайные флуктуации вокруг 0Y  с коэф-
фициентом вариации Cσ . 

Положим интенсивность трафика Г-распре-
деленной: 

( )
( )

( )1exp ,P Y Y Y
α

α−λ
= −λ
Γ α

 

где λ – параметр интенсивности; α – параметр 
формы; ( )Γ α  – гамма-функция. Тогда средняя 
интенсивность поступления ;Y = α λ  ее дис-

персия 2 2 .Yσ = α λ  Соответственно, параметр 

формы ( )2 21 1 ,Y Yα = σ = ρ  определяющий 
асимптотический спад распределения, зависит 
только от коэффициента вариации ,Y Yρ = σ  

а параметр интенсивности λ Y= α  отвечает 
за изменение масштаба распределения к задан-
ной средней интенсивности поступления .Y  

Согласно формуле полной вероятности 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

| ,YP P Y P Y dY P Y Ye dY
∞ ∞

− ττ = τ =∫ ∫  

где 1Y = τ  – локальная интенсивность для 
каждого временного фрагмента, достаточно 
короткого, чтобы полагать трафик в его преде-
лах стационарным; τ  – локальное среднее 
время между поступлениями для каждого тако-

го фрагмента. Здесь ( ) YP Y Ye− ττ ∨ =  обозна-
чает условную вероятность наблюдения време-
ни между поступлениями τ в пределах фраг-
мента с локальной интенсивностью Y. 

Тогда предельное распределение времени 
поступления [12] 

 ( ) ( ) ( )1/ 1
0 1 1 ,qP С b q − − τ = + − τ   (3) 

где 2 ;
3 2

Yb
q

α +
= =

− λ
 1 31 ;

2 2
q α +
= + =

α + α +
 

( )
0 2

1 .C α α +
=

λ
  

Выражение (3) известно как q-экспонен-
циальное распределение и представляет собой 
подкласс обобщенных распределений Парето. 
Для 1q =  q-экспоненциальное распределение 

сводится к простому экспоненциальному рас-
пределению. 

Математическое ожидание и дисперсия опре-
делены для 3 2q <  и 4 3q <  соответственно: 

( )
( )

1 ;
3 2

E
b q

τ =
−

 

( )
( ) ( )2 2

2 .
2 3 3 4

qD
q q b

−
τ =

− −
 

С учетом того, что 21 ,α = ρ  квадрат коэф-
фициента вариации  
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( ) ( )
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2 2 2
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2 3 2
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2 1.
3 4 1

q b qD
E q q b
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(4)

 

Это справедливо для 
2

2
2

1 3 4 1.
31 2

q + ρ
= < →ρ <

+ ρ
  

Пусть интенсивность агрегированного тра-
фика Y получается сложением вкладов трафика 
от N узлов. Для упрощения допустим, что вклад 
всех узлов в общую интенсивность трафика оди-
наков, а флуктуации трафика от отдельных узлов 
эквикоррелированны. Тогда, согласно [32], можно 
выразить математическое ожидание и дисперсию 
через функцию генерации момента, которая для 
произвольного ( )f N  определяется как 

( )( ) ( ) ( )
0

.N
n

E f N f n P N n
∞

=
= =∑  

Получаем: 
( )2(0) =   ;E N′′ϕ  

( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 (0)  φ 0 .D N E N E N ′′ ′= − = ϕ −  

Полагая, что 

( ) ;| g hN
iE X N e +=  

( ) ,| a tN
iD X N e +=  

имеем 

( ) ( )' ;gE Y e h= ϕ  
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( ) ( ) ( )( ){ }
( )

2

22 2(2 ) (2 ) ,

a tN
N

g g

D Y e t E R N N e

e h e h

= ϕ + − +

′′ ′+

′

ϕ − ϕ
 

где φ, g, h, a, t – вспомогательные функции для 
моментогенерирующего разложения. 

Для эквикоррелированного сценария 

0 ,ijR r R i j= = ≠    получим [32] 
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Наконец, подставив 

( ) ( ) ( );k NE S E Y E N=  
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с учетом того, что количество узлов не изменя-
ется, т. е. ( )NE N = N и ( )ND N = 0, получим 
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Приведенное выше выражение справедливо 
для 

( )( )
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Чтобы применить полученный выше ре-
зультат на практике, необходимо вначале рас-

считать 2ρ  из (5) и подставить его в (4), чтобы 

получить 2.τρ  Наконец, значение 2 ,τρ  получен-
ное из (4), можно использовать для оценки 
времени ожидания в соответствии с (2) – фор-
мулой Кингмана. 

Имитационное моделирование. Для про-
верки точности описанной аналитической мо-
дели в различных ситуациях была разработана 
математическая модель, генерирующая потоки 
интенсивностей трафика с заданными корреля-
ционными свойствами (рис. 3). Было реализо-
вано 2 варианта процедуры моделирования 
взаимно коррелированных интенсивностей: 
1) отдельные пуассоновские потоки с пере-
менной интенсивностью имитируются для 
каждого из N узлов независимо, а затем агре-
гируются и располагаются в соответствии 
с временами прибытия по возрастанию; 2) ин-
тенсивности трафика от всех узлов складыва-
ются для получения ряда агрегированной ин-
тенсивности, после чего моделируется единый 
агрегированный пуассоновский поток. В даль-
нейшем каждый из вариантов агрегированного 
потока подается на вход модели СМО (см. рис. 2) 
для получения показателей обс оч ож ,,   ,  T T T  
которые в дальнейшем сопоставляются с полу-
ченными ранее аналитическими оценками. 

Вначале формируется ряд интенсивностей 
0 фл ,Y Y Y= +  где 0Y C=  – постоянная состав-

ляющая, а флY  – флуктуационная составляю-

щая с нулевым средним.  
Для разных комбинаций параметров моде-

ли, таких, как N – количество узлов; C – сред-
няя интенсивность; ρ – коэффициент вариа-
ции; 0R  – взаимные корреляции, были сфор-
мированы V случайных реализаций ряда ин-
тенсивностей для различных длительностей 
сегментов L. Чтобы сопоставление данных 
имитационного моделирования с результатами 
анализа эмпирических данных было более 
адекватным, длительность сегментов выбира-
лась таким образом, чтобы общая статистика 
оставалась такой же, как и для полной суточ-
ной записи трафика из сети с таким же коли-
чеством активных узлов, т. е. 86 400.LV ≈  
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Имитационное моделирование потока требо-
ваний предполагало формирование в каждом из 
временных сегментов локальных пуассоновских 
потоков, состоящих из kY  элементов со средним 
интервалом 1 kY  и состыкованных последова-
тельно для всех сегментов 1... .k L=  Сформиро-
ванный таким образом ряд поступлений был ис-
пользован в качестве входных данных для стан-
дартной процедуры моделирования СМО, опи-
санной, например, в [12, 26]. Были рассмотрены 
2 варианта моделирования: (имит. 1) с пуассо-
новскими потоками, формируемыми для каждого 
из узлов независимо, с последующим их объеди-
нением и расположением в соответствии со вре-
менем прибытия, а также (имит. 2) с объединени-
ем локальных интенсивностей трафика из узлов с 
последующим моделированием единого агреги-
рованного пуассоновского потока (детальная ил-
люстрация обоих сценариев моделирования 
представлена на рис. 3). Моделирование выпол-
нялось в среде MATLAB для параметров  
N = 4, 16, 64; C = 10, 100, 1000; V = 100, 1000, 5760; 
L = 15, 86, 860; ρ = 0.1, 0.5, 0.9; 0R  = 0.1, 0.5, 0.9. 
Показательные примеры результатов моделирова-
ния приведены на рис. 4–6, где соответствующие 
наборы параметров моделирования отражены в 
заголовках панелей рисунков. 

В ходе математического моделирования 
строились графики плотности вероятности 
оценки времени запаздывания ( ) ,P τ  учитывая 
физическое ограничение на время запаздыва-

ния от 645 10−⋅  до 2.7 с. 
На риc. 4 показаны распределения ( )P τ  

времени между поступлениями τ в сети с 
16N =  активными узлами со средней интенсив-

ностью 100C =  требований в единицу времени, 
длительностью 86L =  временных сегментов, со 
статистикой, собранной для 1000V =  случай-
ных реализаций интенсивности. Боксовыми 
диаграммами представлены результаты модели-
рования, тогда как красными штрихпунктирны-
ми линиями показаны результаты аналитиче-
ских расчетов по вышеописанной методике. 
Черной штриховой линией выделен вырожден-
ный вариант, соответствующий приближенному 
описанию рассматриваемого сценария в терми-
нах классических моделей СМО.  

Из рисунка видно, что все варианты имита-
ционного моделирования подвержены влиянию 
эффектов дискретности и конечности объема 
выборки, причем вариант имит. 1 представляет 
собой верхнюю, а вариант имит. 2 – нижнюю 
границы соответственно. При этом аналитиче-
ская кривая типично лежит между ними, с бо-
лее выраженным отклонением от единичной 

 
 

Рис. 3. Схема процедуры моделирования взаимно коррелированных интенсивностей 
Fig. 3. Procedure for modeling the correlated traffic flow 
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экспоненты с увеличением ρ и 0 ,R  которое в 
большей степени зависит от ρ.  

Для моделирования требовалось подобрать 
набор оптимальных параметров, которые бы 
минимизировали влияние артефактов. В ходе 
исследования было установлено, что матема-
тическая модель демонстрирует инерцион-
ность в пределах одного интервала и умень-
шение длины интервала L приводит к более 
прямому графику. При этом значение τ также 
уменьшается, так как тяжесть хвоста гамма-
распределения зависит от L.  

Это устраняет провал в графике ( )имит.1 .P τ  

Увеличение числа пользователей приводит к 
смещению графиков вправо по оси τ и лучше-
му описанию с помощью q-экспоненты вместо 
обычной экспоненты, что соответствует тео-
рии, так как модель разрабатывается для мно-
гопользовательской высоконагруженной сети. 

В [27] показано, что с ростом N экспонента 
недооценивает время на порядок. Графики 

( )имит. 2P τ , напротив, смещаются влево при 

увеличении N и почти совпадают с экспонен-
той. При малых N оба метода агрегирования 
дают схожие результаты.  

Далее было построено семейство графиков 
оценки времени запаздывания по уточненной 
формуле Кингмана при тех же параметрах мо-
делирования (рис. 5).  

Контурные и заполненные боксовые диа-
граммы представляют результаты компьютер-
ного моделирования по вариантам имит. 1 и 
имит. 2 соответственно. Штриховыми линия-
ми показана аппроксимация по формуле 
Кингмана (2) с учетом аналитических попра-
вок к коэффициенту вариации интервалов 

времен 2
τρ  в зависимости от взаимных корре-

ляций интенсивностей из разных узлов, опре-
деляемых согласно предложенной ранее ана-
литической коррекции.  

Видно, что формула Кингмана хорошо ра-
ботает для малых ρ, а при высоких значительно 
недооценивает задержки уже при 0.4,U =  а 
при меньших U переоценивает. 

Второй метод агрегирования (имит. 2) хорошо 
согласуется с теорией при больших значениях ρ и 
высоких значениях N вплоть до больших нагрузок.  

Первый метод начинает расходиться при вы-
соких значениях N и малых значениях U из-за ко-
нечности выборки и дискретности. При 1L →  оба 

 
 
 

Рис. 4. Семейство графиков зависимости плотности вероятности оценки времени запаздывания от ρ и R0 

Fig. 4. Family of plots of dependence of probability density function of lag time estimation on ρ and R0 
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метода хорошо согласуются с теорией, но разница 
в оценке времени ожидания составляет порядок. 

Результаты моделирования для эквикорре-
лированных потоков трафика с постоянными 
интенсивностями и унифицированными моде-
лями его флуктуаций могут показаться нереа-
листичными, так как в больших сетях распре-
деления интенсивностей в узлах типично опи-
сываются распределениями с тяжелыми хво-
стами [13]; кроме того, наблюдается инерцион-
ность флуктуаций трафика, что выражается в 
автокорреляциях его интенсивностей [26]. 

Оценка времени запаздывания в сети 
MAWI. Для оценки применимости получен-
ных аналитических поправок к анализу тра-
фика в реальных сетях авторы проанализиро-
вали эмпирические данные трафика из сети 
MAWI, соединяющей университеты и иссле-
довательские центры в Японии. Использова-
лись суточные записи интенсивности трафика. 
Для имитационного моделирования они были 
разделены на временные сегменты разной 
продолжительности. Влияние инерционных 
свойств интенсивности трафика было исклю-
чено за счет случайной перестановки интен-
сивностей во времени синхронно для всех уз-
лов – источников трафика. Это позволило со-

хранить их взаимные корреляции [27]. Для 
этого были синтезированы случайные ряды 
длины L, далее отсортированные для получе-
ния V независимых индексных векторов. За-
тем соответствующие векторы использовались 
в процедуре перестановки для сохранения 
взаимных корреляций между рядами интен-
сивностей трафика. При этом для каждой се-
рии моделирования один и тот же вектор при-
менялся ко всем рядам интенсивностей для 
всех узлов – источников трафика. 

На рис. 6 контурные и заполненные боксо-
вые диаграммы соответствуют двум вариантам 
схемы моделирования, в которых интенсивно-
сти либо моделируются (имит.), либо получены 
из эмпирических записей трафика сети MAWI 
(эмп.). На рис. 6, а, б красные штрихпунктир-
ные кривые соответствуют аналитическим 
приближениям для τρ  согласно уравнению (2). 
Штриховые линии на рис. 6, в, г иллюстрируют 
аппроксимацию по формуле Кингмана (2) с 
соответствующими аналитическими поправ-
ками к коэффициенту вариации интервалов 
времени между запросами. 

Рис. 6 демонстрирует, что для рассматри-
ваемой ранее комбинации параметров модели 

 
 
 
 

Рис. 5. Семейство графиков зависимости оценки времени запаздывания по уточненной формуле Кингмана от ρ и R0 

Fig. 5. Family of plots of dependence of lag time estimation by the refined Kingman formula on ρ and R0 
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предложенные аналитические приближения с 
коэффициентами вариации времен поступле-
ний, введенными в формулу Кингмана (2), 
обеспечивают разумные приближения, хотя 
коэффициенты их вариации ρ и взаимные 
корреляции 0R  в эмпирических моделях со-
ответствуют параметрам аналитической и 
математической модели только в среднеста-
тистическом смысле. 

Обсуждение. Современные сложные сети, 
включая информационно-телекоммуникацион-
ные, транспортно-логистические и иные слож-
ные технические системы с сетевой структу-
рой, характеризуются многоуровневой иерар-
хией и взаимосвязями. Традиционные пуассо-
новские модели оказываются неадекватными 
для описания таких сетей, в частности, из-за 
нерегулярного характера обращения пользова-
телей к сетевым ресурсам, а также возрастаю-
щего влияния динамики автономных агентов, 
например IoT-устройств. 

При этом выбор подходов к аналитическо-
му описанию и имитационному моделирова-
нию трафика во многом определяется специфи-
кой поставленных задач. Так, суперстатистиче-
ские модели обеспечивают уточненные оценки 
задержек, уменьшая их недооценку по сравне-
нию с классическими моделями с 3–4 порядков 
до менее чем одного порядка. Однако они 

предоставляют только интегральные оценки 
для агрегированного трафика, опосредованные 
от специфики внутренней организации сети. 
Для перспективных сетей необходимо разрабо-
тать методы оценки задержек на основе огра-
ниченного набора параметров: количества ак-
тивных узлов, коэффициентов вариации скоро-
сти передачи данных (ρ), показателя Херста (H) 
и матриц взаимных корреляций ( )ijR r=    . 

В больших сетях узкие места возникают на 
определенных уровнях агрегации при одновре-
менной активности множества узлов. Модель 
может быть параметризована с использованием 
средних значений: среднего коэффициента ва-
риации ρ, среднего показателя Херста H и 
среднего коэффициента взаимной корреляции 

ijr . Для сетей с низкой интенсивностью пото-
ков трафика отдельных узлов часто целесооб-
разно использовать On/Off-модели трафика. 

Описанная в статье аналитическая аппрок-
симация показывает удовлетворительную со-
гласованность с результатами имитационного 
моделирования с учетом известных ограниче-
ний самих методов имитационного моделиро-
вания. При этом замена оценок корреляций 
между конкретными парами узлов их средними 
значениями по укрупненной сети в целом со-
храняет адекватность статистической модели, 

 
 
 
 
 

Рис. 6. Семейство графиков зависимости плотности вероятности оценки времени запаздывания (а, б);  
семейство графиков зависимости оценки времени запаздывания по уточненной формуле Кингмана (в, г) 

Fig. 6. Family of plots of dependence of probability density function of lag time estimation (а, б); 
family of plots of dependence of lag time estimation by the refined Kingman formula (в, г) 
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что подтверждается данными имитационного 
моделирования и анализа эмпирического тра-
фика. Предложенные модели дают промежу-
точные приближения между двумя вариантами 
моделирования, учитывая эффекты дискретно-
сти и конечного размера выборки. 

Телекоммуникационные сети обладают 
дискретной природой, где информация переда-
ется пакетами и часто привязана к временной 
сетке. На транспортном уровне дискретность 
наиболее заметна, хотя она может распростра-
няться и на более высокие уровни, за исключе-
нием потоковых сервисов. В моделировании 
учитывается дискретность на транспортном 
уровне за счет ограничения времени прибытия 
фиксированным порогом. Однако существует 
дополнительный источник дискретности из-за 
односекундного временного разрешения при 
анализе интенсивности трафика. При этом 
фрагменты длительностью 1 с считаются ста-
ционарными, что адекватно для источников, 
интенсивность поступлений от которых опре-
деляется действиями пользователей, но может 
быть не достаточной для адекватного учета ха-
рактеристик трафика, в котором доминируют по-
ступления от IoT-устройств или онлайн-роботов. 
Уменьшение временного интервала стационарно-
го трафика создает дополнительные эффекты 
дискретности на менее загруженных узлах из-за 
целочисленности количества пакетов. На другом 
конце распределения доминируют эффекты ко-
нечного размера выборки. При этом для реаль-
ных сетей распределения на практике часто ока-
зываются усеченными ввиду того, что чрезмер-
ные задержки приводят к отказам пользователей 

от ожидания и самостоятельному отказу от об-
служивания (так называемые уходы). 

Заключение. Проанализированы характери-
стики СМО для агрегированного трафика мно-
гопользовательских сетей с переменной интен-
сивностью и взаимно коррелированной динами-
кой поступлений. Разработана аналитическая 
поправка к формуле Кингмана, позволяющая 
оценивать показатели эффективности СМО на 
основе коэффициентов вариации трафика в уз-
лах сети и коэффициента корреляции между 
ними. Подход может быть особенно полезен для 
проектирования и оптимизации инфокоммуни-
кационных сетей, включая SDN-системы, для 
выбора оптимальных топологий и алгоритмов 
маршрутизации на основе аналитических оце-
нок без масштабных компьютерных симуляций. 

Практическая валидация показала хорошее 
соответствие аналитической аппроксимации 
времени ожидания результатам компьютерно-
го моделирования и эмпирическим данным 
трафика опорной академической сети. При 
этом подход демонстрирует приемлемую точ-
ность даже при использовании усредненных 
параметров модели. 

Предложенный подход, вероятно, может 
быть также применим и к иным сложным си-
стемам с сетевой архитектурой: информацион-
но-телекоммуникационным, транспортно-логис-
тическим и иным системам, где флуктуации 
интенсивности определяются взаимодействи-
ем неоднородных источников – обусловлен-
ных активностью пользователей и различных 
автономных агентов (IoT-устройств, онлайн-
сенсоров или роботов). 
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