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Синтез рекурсивных дискретных фильтров 
во временной области

Показано, что существующая методика расчетов коэффициентов разностного уравнения рекур­
сивных дискретных фильтров на базе отсчетов импульсной характеристики не обеспечивает правиль­
ной реализации переходных процессов. Предложена методика расчетов коэффициентов с использовани­
ем отсчетов переходной характеристики, которая позволяет получить динамические свойства дис­
кретных фильтров, совпадающие с динамическими свойствами непрерывных фильтров как в переход­
ном, так и в установившемся режимах.
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П ри обработке сигналов применяются разно­
образные фильтры, с помощью которых реш аю т­
ся задачи фильтрации, дифференцирования, инте­
грирования, экстраполяции и т. д. В каждом кон­
кретном случае фильтр должен обладать опреде­
ленными частотными свойствами.

В современных условиях широко распростра­
нены цифровые методы обработки на базе персо­
нальных компьютеров или специализированных 
вычислителей, предусматривающие использова­
ние дискретных фильтров. В настоящее время 
достаточно хорошо отработана методика синтеза 
дискретных фильтров по их непрерывным аналогам.

Можно выделить 2 основных метода синтеза 
дискретных фильтров: синтез в частотной области и 
синтез во временной области. При синтезе дискрет­
ных фильтров в частотной области [1] должны вос­
производиться амплитудно-частотные характери­
стики (АЧХ) и фазочастотные характеристики 
(ФЧХ) непрерывных фильтров с минимальными 
погрешностями. Преобразование частотной переда­
точной функции непрерывного фильтра в частот­
ную передаточную функцию дискретного фильтра 
осуществляется на базе билинейного преобразова­
ния, которое используется для создания в основном 
фильтров верхних частот и режекторных фильтров.

В случае синтеза дискретных фильтров во вре- 
м ендай области применяется метод инвариантной 
импульсной характеристики (ИХ), при котором 
отсчеты ИХ непрерывного фильтра используются 
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для определения коэффициентов линейного раз­
ностного уравнения дискретного фильтра.

В общем виде частотная передаточная функ­
ция дискретного фильтра в z-плоскости записы­
вается в виде [2]

W  ( z  ) =

-1 -2  -пa§ + a iz  + a2 z + .. .  + anZ

1 + biz + &2 z + .. .  + bnZ

X  ai z  i 
i=0 

n
1+ X  biz - 

i =1

где a i, bi -  постоянные коэффициенты; n -  по­

рядок передаточной функции.
Данному соотношению соответствует раз­

ностное уравнение, определяющее алгоритм ра­
боты дискретного фильтра:

y  ( k ) = ao x  (k ) + a1x (k  - 1) + . . .  + anx  (k  -  n ) -
-  b1 y ( k  - 1) - b2y ( k  -  2) - . . .  - bny ( k  - n ) =

= X atx  ( k  -  i ) - X  bty  ( k  -  i ) ,  (1)
i=0 i=1

где y  ( k ), x (k ) -  отсчеты выходного и входного 

сигналов дискретного фильтра соответственно.
Синтез дискретного фильтра при заданном 

порядке n заключается в выборе коэффициентов 
ai и  bi таким образом, чтобы динамические 

свойства дискретного и непрерывного фильтров 
максимально совпадали.



При синтезе дискретных фильтров во временной 
области ИХ представляется последовательностью 
масштабированных отсчетов непрерывной ИХ 
hi = Th ( t i ) ,  где ti = i T , Т  -  период следования

отсчетов входных и выходных сигналов фильтра. 
При этом коэффициенты разностного уравнения 
(1) определяются следую щим образом [1], [3]:

к
ao = ho; ak = hk + 2  bihk - i ; (2)

i=1

2  bihn +k-i hn +k, k  1, 2, 
i =1

n. (3)

По системе n линейных уравнений (3) нахо­
дятся коэффициенты b j. Коэффициенты щ рас­

считываются последовательно по формуле (2).
Покажем, что в общем случае вычисление ко - 

эффициентов разностного уравнения по извест­
ной методике является недостаточно точным и не 
отражает истинные физические процессы, проте­
кающие в дискретных фильтрах.

В качестве примера рассмотрим фильтр ниж ­
них частот (ФНЧ) Баттерворта первого порядка, 
для которого частотная передаточная функция, 
импульсная и переходная характеристики (ПХ) 
соответственно определяются выражениями [1]:

1
W  ( > )  =

1 + 7'ю/юСр ’

h ( t ) = юСр е (4)

g  (t)  = 1 — e “ срГ,

где юср -  частота среза.

П ри этом в соответствии с (2) и  (3) коэффи­
циенты разностного уравнения будут иметь вид

а 0 = ho; «1 = h  — (h2 / h1 )ho; b1 = — h2 / h  

или с учетом (4)

«о = юсрТ; «1 = 0; b1 = — е ЮсрТ.

В соответствии с (1) разностное уравнение 
рассматриваемого дискретного фильтра имеет вид

y ( k  ) = а0 x (k ) — b1 y ( k  —1) . (5)

Синтезированный рекурсивный дискретный 
фильтр должен по своим параметрам соответ­
ствовать непрерывному фильтру, т. е. ПХ дис­
кретного фильтра должна максимально точно 
равняться отсчетам ПХ непрерывного фильтра в 
дискретные моменты времени ti = i T . Запишем 

согласно (5) ПХ синтезируемого дискретного
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фильтра как его реакцию на решетчатое единич­
ное входное воздействие в виде

gд (k ) = «0 — b lg д ( k  —1) .

Н а рисунке показаны приведенные к  уровню 
единицы ПХ рассматриваемого непрерывного 
ФНЧ £ н (k ) и  дискретного ФНЧ g д (k ) для слу­

чая Тюср = 0.5. Здесь же представлено отклоне­

ние ПХ этих характеристик:

A g(k ) = g д (k ) — gн (k ) .

Анализируя представленные результаты рас­
четов, следует отметить, что для Ф НЧ первого 
порядка на протяжении длительности переходно­
го процесса ?пер «  8T отклонение ПХ дискретно­

го и непрерывного фильтров изменяется от 40 % 
практически до нуля по отношению к установив­
шемуся значению g н (<») = 1. Расчеты, проведен­

ные для ФНЧ Баттерворта второго порядка, пока­
зали, что отклонение ПХ дискретного и непре­
рывного фильтров составляет 10 %.

Таким образом, существующ ая методика оп­
ределения коэффициентов разностного уравнения 
рекурсивных фильтров на базе отсчетов ИХ явля­
ется неточной и в результате не обеспечивает 
требуемого качества работы дискретных филь­
тров в пределах переходного процесса. Известной 
методикой можно пользоваться лиш ь за предела­
ми переходного процесса.

В полном объеме физические процессы, про­
текающие как в непрерывных, так и  в дискретных 
фильтрах, описываются их ПХ. В связи с этим рас­
смотрим синтез рекурсивных дискретных филь­
тров на базе их ПХ. На основании (1) для случая 
ПХ, когда x ( i ) = 1, запишем систему разностных 
уравнений, связывающих значения отсчетов вход­
ного и  выходного сигналов рекурсивного дискрет­
ного фильтра, а также коэффициентов ai и  bi :

y (k ) = 2  ai x (k ) — 2  bi y (k  — i ) , 
i =0 i=1

gд (k ) = 2  a i — 2  big n (k  — i ) . 
i =0 i=1



П ри этом для синтеза дискретного рекурсив­
ного фильтра отсчеты Яд (к ) ПХ дискретного

фильтра приравниваются к  отсчетам я н (к ) пере­

ходной характеристики непрерывного фильтра: 

Яд (к )  = Ян ( к ) .
В развернутом виде система уравнений (6) 

записывается следующим образом:

a  + a2  + ... + an -  ЪхЯд (к  - 1) - ^ Я д  (к -  2 ) -  

- . -  ЪпЯд (0) = Я д ( к ) -  Я д ( 0 ) ; 
a i + a 2 + . . .  + an -  Ъ ^д (к ) - Ъ2Яд (к  - 1) ­

- . -  ЪпЯд (1) = Я д (к + 1 ) -  Я д( 0 ) ; 
a i + a2 + . . .  + an - Ъ ^д  (к + 1) -Ъ 2Яд (к ) -  (7) 

- . . . -  Ъп Я д (2 ) = Яд (к + 2 ) -  Я д (0 ) ;

a1 + a2 + .  + an -  Ъ ^д  (к + m -  2 ) -  
-  .  -  ЪпЯд ( m - 1) = Яд (к + m - 1) -  Яд (0) .

Число уравнений в данной системе должно быть 
равно числу неизвестных коэффициентов m = 2п.

Решение полученной системы уравнений поз­
воляет определить все необходимые коэффициен­
ты разностного уравнения синтезируемого рекур­
сивного дискретного фильтра. Д ля этого перепи­
шем систему уравнений (7) в виде

Х1 + х2 + .  + xn + хп +1Яд (к  - 1 )  +
+ хп +2Яд (к  -  2) + .  + х2пЯд (0) = d 1;

х1 + х2 + .  + хп + хп +1Я д (к )  +
+ хп +2Яд (к  - 1 )  + ••• + х2пЯд (1) = d2 ; (8)

х1 + х2 + . . .  + хп + хп+1Яд ( к  + m -  2 ) +

+ хп +2Яд (к  + m -  3) + ••• + х2пЯд (m - 1 )  = dm, 

где

х1 = a1; х2 = a2 ; хп = an ; 

хп+1 = -Ъ1; хп+2 = -Ъ2 ; х2п = -Ъп ; 
d1 = Яд (к ) -  Яд (0) ; d 2 = Яд ( к  + 1) -  Яд (0) ;

•••; dm = Яд ( к  + m - 1) -  Яд ( 0) .

Система уравнений (8) реш ается в приложе­
нии M atlab с помощью функции х = p rinv(A ) * d, 

где A  является матрицей вида 

A  =

С1 1 . .1  Яд ( к -1 ) Яд (к  -  2) ... Яд (0) ^

1 1...1 Яд(к) Яд(к - 1 ) ... Яд(1)
. 1 . 1  ... ...............
1 1 . .  1 Яд (к + m -  2) Яд (к + m -  3) . - 1)

. (9)

Правая часть системы уравнений (8) опреде­
ляет вектор-столбец

чт
d = (d1 d2 .  dm) .

Рассмотрим ряд примеров.
1. Фильтр верхних частот (ФВЧ) первого по­

рядка. В непрерывном варианте данный фильтр 
обладает частотной передаточной функцией

W  ( 'ю )  =
./ю/юср

1 + j “ /'ю.ср

и ПХ Я ( t )  = e “ срГ.

Согласно (9) и  (10) матрица А  и  вектор- 
столбец d записываются в виде

С Яд (1  - 1 ^A  =
1 1

d
V* д (2) - 11 Я д (1),

П ри этом для рассматриваемого ФВЧ при 
Тюср = 0.5 коэффициенты разностного уравнения

принимают значения

aQ = 1; a1 = -  1; Ъ  = -0.60653066.

Расчеты показывают, что в данном случае от­
клонение ПХ дискретного и непрерывного ФВЧ 

—13не превыш ает 10 .
2. ФНЧ Баттерворта первого порядка. Для рас­

сматриваемого фильтра ПХ определяется форму­
лами:

-юср?

для непрерывного фильтра Ян (t ) = 1 -  e ^  ;

-ю„п/Т
*-р

-  для дискретного фильтра Яд ( i ) = 1 -  e .

М атрица А  и  вектор-столбец d записываются 
следующим образом:

Л  0
A =

1 (1)
d С Яд (D ^ 

(2 )

В результате для рекурсивного дискретного 
ФНЧ первого порядка при Тюср = 0.5 коэффици­

енты разностного уравнения составляют: a0 = 0; 

a1 = 0.39346934; Ъ1 = -  0.60653066. Как и в слу­

чае с ФВЧ первого порядка, отклонение ПХ дис­
кретного и непрерывного ФНЧ первого порядка 

—13не превыш ает 10 .
3. ФНЧ Баттерворта второго порядка. Для не­

прерывного времени ПХ этого ФНЧ имеет вид

Ян (t ) =  1 -  e
/V2

sin ( t  + cos ( с р  t т

(10)

а для дискретного времени -

(■) 1 - “ ср’Т /Л-  
Яд 0  ) = 1 -  e ср ' х

sin ( ср /Т /  ур2 ) + cos ( ср /Т /  4 l  ) J .



М атрица А  и  вектор-столбец d приобретают
вид

A  =

f i  1 «д (1) «д ( 0 ) )

1 1 «д ( 2 ) «д (1)
1 1 «д (3) «д (2 )
1 1 «д (4) «д (3)

f  «д (2) -  «д (0 )^ 
«д ( 3 ) -  g д ( 0) 

«д (4) -  «д (0)
«д ( 5 ) -  «д (0)

Д ля рассматриваемого ФНЧ коэффициенты 
разностного уравнения при Тюср = 0.5 принима­

ю т значения:

а0 = 0; а1 = 0.09126395; а2 = 0.09126395;

Ь  = -1.30224374; b2 = 0.48477164.

В данном случае отклонение ПХ дискретного 
и непрерывного ФНЧ второго порядка не превы­
ш ает 0.05 %.

4. ФНЧ Баттерворта третьего порядка. Н епре­
рывная ПХ этого фильтра имеет вид

-юсрг 2 -0.5юсрг
g H (t ) = 1 -  е " шср - - j=  e 

а его дискретная ПХ -

sin ( . 5 ^ ю ^ ),

«н
-<всрг'Т 2 -0.5<всрг'Т( i ) = 1 -  е“° > "  -  -

V3
sin (0.5\/3шср/Т).

М атрица А  и  вектор-столбец d записываются 
следующим образом:

A  =

Г1 1 1 « д ( 2 ) « д (1)

О
д«

1 1 1 « д (3) « д ( 2 ) « д (1)
1 1 1 «д (4) « д (3) « д ( 2 )
1 1 1 « д (5) «д (4) д«

1 1 1 « д (6 ) « д (5 ) д«

1 1V 1 д« « д (6 ) « д (5

« д ( 3 ) -  g  д (0 )Л|
g д ( 4 ) -  «д (0 )

g д ( 5 ) -  « д (0)
«д ( 6 ) -  g д (0 ) 

g д ( 7 ) -  g д (0 )
«д ( 8 ) -  g д (0 )

П ри этом коэффициенты разностного уравне­
ния составляют:

а0 = 0; а  = 0.02578019; а2 = 0.02578019; 

а3 = 0.02578019; b1 = -2.01286036; 

b2 = 1.45514907; b3 = -0 .36494815.

П ри указанных значениях отклонение ПХ 
дискретного и непрерывного ФНЧ третьего по­
рядка не превыш ает 0.25 %.

Следует отметить, что с уменьш ением произ­
ведения Тюср отклонение ПХ дискретных и не­

прерывных фильтров как нижних, так и  верхних 
частот резко уменьшается.

Таким образом, показано, что известная мето­
дика расчетов коэффициентов разностного урав­
нения рекурсивных дискретных фильтров на базе 
отсчетов ИХ не обеспечивает правильной реали­
зации переходных процессов. Предложенная ме­
тодика расчетов коэффициентов с использовани­
ем отсчетов ПХ позволяет получить дискретные 
фильтры с динамическими свойствами, совпада­
ю щ ими с динамическими свойствами непрерыв­
ных фильтров как в переходном, так и  в устано­
вивш емся режимах.

Предложенная методика является общей и 
распространяется на рекурсивные дискретные 
фильтры как нижних, так и  верхних частот прак­
тически любых порядков.
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Synthesis of the Recursive Discrete Filters in Time Range
It was showed, that the methods, which is used in real time fo r  calculation the coefficients of the difference equation 

fo r  recursive discrete filters on the base o f the readings o f impulse characteristic not gives correct the transient process. It 
was proposed the methods fo r  calculation the coefficients on the base of the readings of transient characteristic, which 
gives correct dynamical properties o f the discrete filters, coincidental with the dynamical properties o f the filters unbroken 
filters as in transient, like that in steady condition.
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